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Общая характеристика работы

Актуальность темы исследования

Одним из основных элементов околоземного космоса являются ультранизкоча-

стотные (УНЧ) волны, или геомагнитные пульсации — открытые еще в XIX веке

колебания в магнитного поля Земли с периодами от нескольких секунд до десятков

минут.

УНЧ-волны генерируются посредством разнообразных механизмов — как внеш-

них (по отношению к магнитосфере), так и внутренних. Внешние механизмы от-

носятся в основном к азимутально-крупномасштабным волнам, имеющим малое

значение азимутального волнового числа (𝑚 ∼ 1). Эти механизмы так или ина-

че связаны с взаимодействием магнитосферы с солнечным ветром. Это импульсы

динамического давления солнечного ветра [Atkinson and Watanabe, 1966; Мишин

и др., 2013] и гидромагнитные неустойчивости на границе магнитосферы, такие,

как неустойчивости Кельвина-Гельмгольца [Wilson and Sugiura, 1961; Mishin, 1981;

Мазур и Чуйко, 2011], Крускала-Шварцшильда [Plaschke and Glassmeier, 2011] и

Рэлея-Тейлора [Гульельми и др., 2010; Mishin, 1993]. Для волн с периодами в

несколько десятков секунд предполагается также большая роль некоторых кинети-

ческих неустойчивостей, в частности, неустойчивости отраженных протонов перед

фронтом околоземной ударной волны [Потапов, 1974; Гульельми, 1984]. Возможен

также непосредственный переход в магнитосферу волн из солнечного ветра [Ма-

зур, 2010; Leonovich et al., 2003; Potapov, 2013].

Внутримагнитосферные механизмы генерации УНЧ-волн относятся к

азимутально-мелкомасштабным волнам, то есть волнам с большими значени-
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ями азимутального волнового числа (𝑚 ≫ 1). Эти механизмы включают в себя

различные плазменные неустойчивости, связанные с передачей волнам энергии

дрейфующих в магнитосфере высокоэнергичных частиц с немаксвелловскими

функциями распределения [Hasegawa, 1969; Михайловский и Похотелов, 1975].

Эти неустойчивости могут быть обусловлены сильными пространственными

градиентами функции распределения [Rubtsov et al., 2021; Mager, 2021], нали-

чием пучков частиц с инверсным характером функции распределения [Hughes

et al., 1978; Mager et al., 2018], а также анизотропией тензора давления [Cooper

et al., 2021]. К числу внутренних источников относятся также переменные токи,

связанные с движением неоднородностей кольцевого тока или облаков частиц,

инжектированными в магнитосферу во время суббурь [Золотухина, 1974]. К

этой группе источников естественно отнести также процессы внутри ионосферы

[Сафаргалеев и Мальцев, 1987; Leonovich and Mazur, 1993] и гидродинамические

неустойчивости в районе плазмопаузы [Ковнер и др., 1977; Viñas and Madden,

1986].

УНЧ-волны принимают непосредственное участие во многих магнитосфер-

ных процессах. Так, они являются одним из основных каналов магнитосферно-

ионосферного взаимодействия, меняя проводимость ионосферы полярных регио-

нов посредством модуляции потоков высыпающихся частиц [Ляцкий и Мальцев,

1983; Hiraki and Watanabe, 2011; Pilipenko et al., 2014]. Кроме того, они могут

генерировать параллельные электрические поля, играющие большую роль в уско-

рении электронов, вызывающих полярные сияния. Предполагается важная роль

УНЧ-волн в квазивязкой передаче энергии и импульса магнитосфере от солнечного

ветра [Мишин и Матюхин, 1986; Леонович и Мишин, 1999; Leonovich et al., 2003;

Leonovich, 2012; Faganello and Califano, 2017]. Связанные с УНЧ-волнами неустой-

чивости могут играть значительная роль в инициации суббурь [Samson et al., 1992;

Antonova et al., 2009; Rae et al., 2014; Головчанская и др., 2018].

Имеется ряд экспериментальных данных и теоретических указаний, что УНЧ-

волны играют значительную роль в ускорении заряженных частиц полярного вет-



8

ра, кольцевого тока и радиационных поясов [Ковтюх, 1998; Mathie and Mann, 2001;

Guglielmi and Lundin, 2001; Потапов и др., 2012; Гульельми и Фейгин, 2018; Кро-

поткин, 2021]. Некоторые из электронов радиационных поясов имеют релятивист-

ские энергии (порядка нескольких десятков МэВ) и потому могут причинять значи-

тельный вред аппаратуре, установленной на космических аппаратах. По этой при-

чине знание ускорительных механизмов в магнитосфере, в частности роли УНЧ-

волн, имеет большое значение для прогнозов космической погоды.

С другой стороны, роль УНЧ-волн в теории земной магнитосферы аналогична

роли сейсмических волн в теории внутреннего строения Земли: они позволяют ис-

следовать удаленные области пространства, недоступные непосредственным изме-

рениям [Гульельми и Троицкая, 1973]. В частности, частоты наблюдаемых УНЧ-

волн отражают распределение плотности плазмы вдоль силовых линий [Denton

et al., 2006; Menk and Waters, 2013] и плазменного давления поперек магнитных

оболочек [Vetoulis and Chen, 1994]. Без знания этих параметров составление на-

дежных прогнозов космической погоды не представляется возможным.

Помимо земной магнитосферы, УНЧ-волны были зарегистрированы и в магни-

тосферах ряда других планет солнечной системы [Glassmeier and Espley, 2006].

Волны той же природы зафиксированы в солнечной короне [Mathioudakis et al.,

2013]. Аналогия между процессами распространения и генерации волн в земной

атмосфере и солнечной короне позволяет прояснить ряд аспектов физики солнеч-

ной атмосферы [Nakariakov et al., 2016].

Таким образом, УНЧ-волны следует признать важным и универсальным фено-

меном космической плазмы. Для понимания их природы и роли в активных про-

цессах в земной магнитосфере необходимо развитие теории УНЧ-волн.

В однородной плазме возможно распространение трех независимых мод УНЧ-

колебаний: альфвеновской моды, быстрых магнитозвуковых волн и медленных

магнитозвуковых волн (БМЗ и ММЗ). Эти моды являются решениями уравнений

магнитной гидродинамики и потому называются гидромагнитными (МГД-модами).

Однако магнитосфера существенно неоднородна: параметры плазмы и магнитного
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поля меняются и вдоль силовых линий, поперек магнитных оболочек, в азимуталь-

ном направлении. В неоднородной плазме три МГД-моды взаимосвязаны (сцепле-

ны) и возможна передача энергии от одних мод другим [Alperovich and Fedorov,

2007; Леонович и Мазур, 2016]. Другим следствием неоднородности плазмы явля-

ется появление дрейфовых мод, частота которых определяется кинетическими эф-

фектами: зеркально-дрейфовая и дрейфово-компрессионная моды [Михайловский

и Фридман, 1967; Hasegawa, 1969].

Неоднородность плазмы оказывает большое влияние на спектральные свойства

альфвеновских колебаний: частоты собственных стоячих колебаний силовых ли-

ний различны (поляризационное расщепление спектра) [Radoski, 1967]. Результа-

том поляризационного расщепления спектра является специфическая поперечная

дисперсия альфвеновских волн [Leonovich and Mazur, 1990]; это явление не имеет

аналога как в однородной плазме, так и в неоднородной плазме с прямыми си-

ловыми линиями, где дисперсия целиком обусловлена кинетическими эффектами.

Поперечная дисперсия альфвеновских волн приводит к их распространению попе-

рек магнитных оболочек, в ходе которого меняется их поляризация [Leonovich and

Mazur, 1993].

Важным следствием неоднородности магнитосферной плазмы является суще-

ствование волновых резонансов. Под этим подразумевается, что у некоторых мод

энергия почти полностью сосредоточена на особых магнитных поверхностях, где

собственная частота той или иной ветви колебаний (например, альфвеновской или

ММЗ) совпадает с частотой источника волны [Tamao, 1965]. Высокие амплитуды

волн на резонансных поверхностях могут обусловливать высокоэффективное уско-

рение заряженных частиц кольцевого тока, радиационных поясов и авроральных

регионов. С другой стороны, неоднородность плазмы делает возможным запира-

ние волновой энергии по некоторым координатам — обычно вдоль силовых линий

и поперек магнитных оболочек [Дмитриенко и др., 1986]. Таким образом формиру-

ются резонаторы — области магнитосферы, где волновая энергия распространяется

только вдоль азимута, будучи замкнутой поперек магнитных оболочек и поперек
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магнитных оболочек. В случае альфвеновских волн и ММЗ запирание вдоль сило-

вых линий обусловлено наличием плотной высокопроводящей ионосферы, в слу-

чае БМЗ — продольным градиентом плотности плазмы. Запирание поперек маг-

нитных оболочек возможно при условии наличия поперечной дисперсии волны,

то есть зависимости частоты волны от поперечной компоненты волнового векто-

ра. У БМЗ такая дисперсия имеется уже в однородной плазме, у других мод она

может быть связана с неоднородностью плазмы и различными кинетическими эф-

фектами. Резонаторы для УНЧ-волн являются естественными накопителями вол-

новой энергии в магнитосфере, которая может быть израсходована, например, на

ускорение заряженных частиц или модуляцию проводимости ионосферы. Поэтому

изучение резонаторов имеет большое значение в физике космической плазмы.

Среди УНЧ-волн выделяется особая группа — азимутально-мелкомасштабные

волны, или волны с большими азимутальными волновыми числами, 𝑚 ≫ 1. Как

уже говорилось, эти волны генерируются внутренними процессами в магнитосфе-

ре. УНЧ-волны этого типа особенно эффективно взаимодействуют с заряженны-

ми частицами: во-первых, они обладают значительной азимутальной компонен-

той электрического поля, благодаря чему возможен эффективный обмен энергией

с частицами, дрейфующими в азимутальном направлении; во-вторых, во многих

случаях они имеют заметную продольную компоненту магнитного поля, что поз-

воляет задействовать бетатронный механизм ускорения частиц [Tamao, 1984]. C

точки зрения диагностики магнитосферы особое значение имеет то, что простран-

ственная структура азимутально-мелкомасштабных волн особенно чувствительна

к геометрии геомагнитного поля [Leonovich and Mazur, 1993; Мазур и др., 2004;

Mager et al., 2009].

Исследование активной роли УНЧ-волн в космической плазме требует знания

их пространственной структуры, эволюции со временем, механизмов генерации.

Таким образом, рассмотрение этих вопросов является одной из актуальных про-

блем современной физики околоземного космического пространства.
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Цель работы

Целью настоящей диссертационной работы является комплексное теоретиче-

ское исследование ультранизкочастотных волн в аксиально симметричной моде-

ли магнитосферы в рамках как магнитогидродинамического, так и кинетическо-

го подхода. Рассматривается пространственная структура волнового поля и ме-

ханизмы генерации волн импульсными источниками и кинетическими и МГД-

неустойчивостями. При этом учитывается неоднородность плазмы и магнитного

поля поперек магнитных оболочек и вдоль силовых линий, конечное давление

плазмы, ее анизотропия, взаимодействие волна-частица. Конкретно, были постав-

лены следующие задачи:

∙ Теоретически исследовать пространственно-временную структуру альфвенов-

ских волн с учетом неустойчивости за счет взаимодействия «волна-частица»

при наличии неравновесных популяций высокоэнергичных частиц с учетом

кривизны силовых линий и конечного давления плазмы. При этом рассмат-

риваются волны, генерированные как монохроматическим, так и импульсным

источниками.

∙ Определить полную пространственную структуру волнового поля стоячих

азимутально-мелкомасштабных альфвеновских колебаний, генерированных

нестационарными источниками разного типа: источником конечной длитель-

ности, широко распределенным по радиальной координате, внезапным им-

пульсом, локализованным на отдельной магнитной оболочке, и источником,

движущимся по азимутальной координате.

∙ Изучить влияние на пространственную структуру стоячих медленных магни-

тозвуковых волн сцепления с альфвеновской модой в модели плазмы, учиты-

вающей кривизну силовых линий и неоднородность плазмы. Применить полу-

ченные результаты для изучения устойчивости корональных арок на Солнце

относительно гофрированных колебаний.
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∙ Изучить сцепление альфвеновских и быстрых магнитозвуковых волн в магни-

тосфере, обогащенной тяжелыми ионами. Применить полученные результаты

к магнитосфере Меркурия, плазма которой обогащена ионами натрия, выби-

ваемыми с поверхности планеты солнечным излучениям. Выяснить природу

резонансных колебаний в магнитосфере Меркурия.

∙ Изучить сцепление альфвеновских и дрейфово-компрессионных мод в рамках

гирокинетики в цилиндрической модели магнитосферы. Исследовать неустой-

чивости сцепленных мод за счет взаимодействия волна-частица, рассмотреть

пространственную структуру этих мод. Изучить условия кинетического ана-

лога баллонной неустойчивости, возникающей при сцеплении альфвеновских

и дрейфово-компрессионных мод. Наблюдательными проявлениями в земной

магнитосфере дрейфово-компрессионных мод могут являться буревые ком-

прессионные волны типа Pc5, регулярно наблюдаемые с помощью спутников

и радаров.

∙ Изучить сцепление альфвеновских и зеркально-дрейфовых мод в рамках гиро-

кинетики, возникающих в бесстолкновительной плазме при учете анизотропии

тензора давления в одномерно-неоднородной модели магнитосферы. Исследо-

вать условия плазменных неустойчивостей, имеющих место при сцеплении

этих мод. Наблюдательными проявлениями зеркально-дрейфовых мод могут

являться как буревые компрессионные волны типа Pc5 в магнитосфере Земли,

так и некоторые разновидности волн в переходном слое.

∙ Изучить возможность существования в магнитосфере резонаторов для

компрессионных мод кинетической природы (дрейфово-компрессионных и

зеркально-дрейфовых мод). В таких резонаторах волновая энергия распростра-

няется только вдоль азимута, будучи замкнутой поперек магнитных оболочек

и вдоль силовых линий.
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Научная новизна

В каждой части представленного в настоящей работе исследования имеется ряд

новых результатов.

1. При изучении кинетических неустойчивостей, генерирующих азимутально-

мелкомасштабные альфвеновские волны, структура возникающей волны обыч-

но оставалась без внимания. Наоборот, при изучении структуры волнового

поля обычно не учитываются неустойчивости. В нашей работе обе пробле-

мы рассмотрены единым образом: изучена структура волнового поля альф-

веновских колебаний, генерированных неустойчивостью. Вывод оказался до-

статочно парадоксальным: из-за трансформации волны из полоидальной в то-

роидальную наиболее усиленными оказываются не полоидальные, а торои-

дальные альфвеновские колебания (хотя инкремент неустойчивости максима-

лен именно для полоидальных колебаний). Как известно, эта трансформация

может быть обусловлена двумя факторами: поляризационным расщеплением

спектра из-за кривизны силовых линий (для монохроматических волн) и раз-

беганием начального возмущения по фазам (для импульсно-генерированных

волн). С другой стороны, большая роль кинетических неустойчивостей в гене-

рации полоидальных колебаний, по всей видимости, подтверждается экспери-

ментом. Это позволяет сделать важный вывод, что основная часть наблюдае-

мых полоидальных колебаний являются модами поперечного альфвеновского

резонатора, возникновение которого связано с кривизной силовых линий и

конечным плазменным давлением. Для резонаторных мод трансформация из

полоидальной в тороидальную моду не должна иметь место.

2. Впервые изучено становление пространственной структуры полоидальных

альфвеновских волн, когда одновременно имеют место разные виды транс-

формации из полоидальной в тороидальную моду, обусловленные различными

факторами: поляризационным расщеплением спектра и разбеганием по фазам.

Для этого рассмотрен источник альфвеновской волны в виде квазимонохрома-
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тического волнового пакета конечной длительности, учтена кривизна силовых

линий магнитного поля. До сих пор источник такого типа рассматривался толь-

ко для тороидальных альфвеновских волн и плоской геометрии магнитного

поля, когда связанная с поляризационным расщеплением спектра трансформа-

ция альфвеновских волн не имеет место. Впервые изучена пространственно-

временная структура альфвеновских волн, генерированных импульсом поверх-

ностного тока на границе магнитосферы, аналогичным тому, который возни-

кает при резком сжатии магнитосферы импульсом давления солнечного ветра.

3. При изучении медленных магнитзвуковых волн (ММЗ) в магнитосфере основ-

ной упор обычно делался на их структуру вдоль силовых линий. Поперечная

структура ММЗ была исследована только в рамках простейших (одномерно-

неоднородных моделей) среды. В данной работе была исследована структура

в рамках более реалистичных моделей, учитывающих кривизну силовых ли-

ний. Поперечная дисперсия ММЗ в этом случае вызвана сцеплением с альф-

веновской модой. Результаты этого исследования были приложены для анали-

за неустойчивости сцепленных мод в плазме конечного давления. В качестве

примера была избрана гофрировочная неустойчивость корональных арок на

Солнце, поскольку для ее изучения можно ограничиться простой моделью с

постоянной кривизной силовых линий. Были получены условия неустойчиво-

сти, рассмотрена структура неустойчивых мод поперек магнитных оболочек.

Кроме того, было впервые изучено сцепление альфвеновской и быстрой маг-

нитозвуковой мод (БМЗ) в плазме магнитосферы Меркурия, обусловленное ее

обогащенностью тяжелыми ионами (в основном, ионами натрия). Впервые по-

лучено резонансное условие для меркурианской магнитосферы, аналогичное

условию альфвеновского резонанса в земной магнитосфере.

4. Систематического изучения влияния сцепления альфвеновской и дрейфово-

компрессионных мод на их пространственную структуру и условия неустой-

чивости до сих пор не производилось. В работе показано, что одним из след-

ствий такого сцепления является кинетический аналог баллонной неустойчи-
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вости. Определены условия развития этой неустойчивости, показаны ее отли-

чия от гидродинамической баллонной неустойчивости. Кроме того, сцепление

альфвеновских и зеркально-дрейфовых мод до сих пор изучалось только на

конкретных примерах. В работе показано, что следствием этого сцепления яв-

ляется возникновение новых мод колебаний, частота которых имеет реальную

и мнимую части, и которые при определенных условиях могут раскачиваться

из-за неустойчивости.

5. Еще одним важным следствием сцепления альфвеновской моды с компресси-

онной в неоднородной плазме, не изученным ранее, является появление парал-

лельного электрического поля, значительно более сильного, чем в однородной

плазме. Обычно появление у альфвеновской волны параллельного электриче-

ского поля изучается посредством уравнения квазинейтральности плазмы, в

котором есть два слагаемых: одно связано с поперечным электрическим по-

лем волны, имеющим вихревую природу, и второе — с электростатическим,

потенциальным полем. Первое слагаемое естественно ассоциируется с альф-

веновской волной, второе приводит к появлению параллельного электрическо-

го поля. В нашем подходе в уравнении квазинейтральности появляется еще

одно, третье слагаемое, отвечающее за продольное магнитное поле волны. Это

слагаемое обусловлено сцеплением альфвеновской моды с компрессионной.

6. В работе предложена концепция резонаторов поперек силовых линий для

компрессионных мод кинетической природы (дрейфово-компрессионных и

зеркально-дрейфовых мод). До сих пор изучались только резонаторы для уль-

транизкочастотных мод других типов: быстрой магнитозвуковой и альфвенов-

ских мод. Однако резонаторы для кинетических компрессионных мод могут

иметь очень большое значение, поскольку с такими модами может ассоции-

роваться важная разновидность УНЧ-волн в магнитосфере: буревые компрес-

сионные пульсации типа Pc5, которые могут отвечать на ускорение частиц

радиационных поясов и некоторые виды авроральных явлений.
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Научная и практическая значимость работы

Научная ценность диссертации определяется тем, что в ней в рамках МГД и ки-

нетического приближения построена теория УНЧ волн в моделях магнитосферы с

учетом таких факторов, как конечное давление неоднородной плазмы, кривизна си-

ловых линий и взаимодействие волн и частиц. В рамках этой модели исследованы

моды УНЧ-колебаний, которые могут вносить значительный вклад в общее волно-

вое поле магнитосферы: альфвеновские волны, быстрый и медленный магнитный

звук, дрейфово-компрессионные и зеркально-дрейфовые моды. Данная работа мо-

жет стать основой для развития теории УНЧ-волн в еще более сложных и более

реалистичных моделях магнитосферы.

Практическое значение работы заключается в том, что полученные в ней ре-

зультаты могут быть использованы в целях прогноза космической погоды. Так,

УНЧ-волны разных типов могут ускорять частицы космической плазмы до высо-

ких (вплоть до релятивистских) энергий, который могут представлять опасность

для космических аппаратов. Кроме того, сами УНЧ-волны могут служить индика-

торами активных процессов в магнитосфере Земли. Тем самым, они представляют

большой интерес с точки зрения разработки методов диагностики околоземного

космоса.

Поскольку физическая постановка задачи при изучении волновых процессов во

внешних слоях солнечной атмосферы очень близка к постановке задачи при ис-

следовании УНЧ-колебаний земной магнитосферы, некоторые результаты диссер-

тационной работы, помимо геофизических приложений, могут быть использованы

и в физике Солнца.

Достоверность результатов

Достоверность результатов, представленных в диссертационной работе, обу-

словлена использованием хорошо разработанных математических методов. Резуль-

таты работы согласуются с предыдущими исследованиями, а в предельных случаях
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сводятся к известным классическим выражениям. Развитые в работе теоретиче-

ские представления в основных чертах соответствуют данным экспериментов. Все

представленные в диссертации результаты опубликованы в ведущих отечествен-

ных и зарубежных научных журналах.

Личный вклад автора

Постановка задачи во всех работах, на основании которых написана диссер-

тация, принадлежит автору. Автору принадлежит решающая роль в математиче-

ской разработке соответствующих теорий и интерпретации полученных резуль-

татов. Все статьи, на которых основана диссертационная работа, были написаны

лично автором, даже если он и не являлся первым соавтором.

Основные положения, выносимые на защиту

1. Определена пространственная структура и эволюция во времени альфвенов-

ских волн, генерированных плазменными неустойчивостями при взаимодей-

ствии волна-частица, c учетом нестационарности источника, конечного давле-

ния плазмы, кривизны силовых линий.

2. Установлена пространственно-временная структура поля альфвеновских коле-

баний, генерированных нестационарными источниками различного типа: ква-

зимонохроматический волновой пакет конечной длительности, импульс по-

верхностного тока на магнитопаузе, движущаяся неоднородность кольцевого

тока.

3. Выявлена пространственная структура сцепленных альфвеновских и компрес-

сионных (быстрых и медленных магнитозвуковых) волн в рамках магнитной

гидродинамики в реалистичных моделях магнитного поля. Применение по-

строенной теории к анализу волнового поля в магнитосфере Меркурия и ко-

рональных арок в солнечной атмосфере.
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4. Определены пространственная структуры и условия неустойчивости сцеплен-

ных альфвеновских и компрессионных (зеркально-дрейфовых и дрейфово-

компрессионных) волн в рамках кинетического подхода с учетом поперечной

неоднородности плазмы, кривизны силовых линий и взаимодействия волна-

частица.

5. Обоснована возможность существования в космической плазме резона-

торов поперек силовых линий для зеркально-дрейфовых и дрейфово-

компрессионных мод, где поперечная дисперсия обусловлена сцеплением с

альфвеновской модой или конечным ларморовским радиусом.

Апробация работы

Основные результаты диссертации представлялись на семинарах ИСЗФ СО РАН и

ИФЗ РАН, а также на ряде российских и международных научных конференций, а

том числе:

∙ Международный семинар «Низкочастотные волновые процессы в космической

плазме», Звенигород, 2007;

∙ Школа-конференция «Проблемы геокосмоса», Санкт-Петербург, 2004, 2016,

2021 гг.;

∙ Всероссийская конференция «Физика плазмы в Солнечной системе», Москва,

2016, 2020 и 2024 гг.;

∙ Международный семинар «50 лет теории резонансного сцепления мод», Япо-

ния, Фукуока, 2011 г.;

∙ Международная конференция «Динамические процессы в космической и аст-

рофизической плазмах», Израиль, Иерусалим, 2012 г.;

∙ Международные конференции по суббурям: Германия, Люнебург, 2012 г.;

Тромсё, Норвегия, 2019 г.;

∙ Международная конференция «Жизнь со звездой», Иркутск, 2013 г.;
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∙ Международная конференция «Магнитосферные взаимодействия на дневной

стороне», Китай, Ченду, 2017 г.;

∙ Международная конференция «Низкочастотные волны в космической плазме»,

Корея, Чеджу, 2014 г.;

∙ Генеральная ассамблея Европейского геофизического союза, Австрия, Вена,
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и ряде других.
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Структура и объем диссертации

Работа состоит из введения, четырех глав и заключения.

Во Введении рассказано о современном состоянии изучения азимутально-

мелкомасштабных волн в магнитосфере, отмечены основные проблемы, пока не

имеющие окончательного решения.

В главе 1 рассматривается пространственная структура и механизмы генерации

азимутально-мелкомасштабных альфвеновских волн в магнитосфере. Рассмотрено

влияние кинетических неустойчивостей на структуру альфвеновских волн, возбуж-

дение волн импульсными и движущимися источниками.

В главе 2 изучается сцепление альфвеновских и компрессионных (магнитозву-

ковых) волн в неоднородной плазме в рамках магнитной гидродинамики. В част-

ности, рассматривается сцепление альфвеновских мод и ММЗ в плазме конечного

давления в кривом магнитном поле. В качестве примера рассматривается гидро-

магнитная неустойчивость сцепленных мод колебаний корональных арок в солнеч-

ной короне. Изучено также сцепление альфвеновских и быстрых магнитозвуковых

волн в магнитосфере при учете примеси тяжелых ионов.

Глава 3 посвящена изучению сцепления альфвеновских и компрессионных

(магнитозвуковых) волн в неоднородной плазме в рамках гирокинетики. В част-

ности, рассмотрено сцепление альфвеновской и дрейфово-компрессионной мод,

а также аналог баллонной неустойчивости, который может возникать благода-

ря этому сцеплению. Детально изучено сцепление альфвеновской и дрейфово-

зеркальной мод в неоднородной плазме. Показана важная роль эффектов сцепления

для генерации продольного электрического поля альфвеновских волн.

Наконец, глава 4 посвящена изучению резонаторов для компрессионных мод в

рамках кинетики. Такие резонаторы могут играть большую роль как резервуары

волновой энергии в магнитосфере.

Основные результаты диссертационной работы приведены в Заключении.
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Введение

Классификация УНЧ-волн

Первооткрывателем геомагнитных пульсаций считается один из пионеров

солнечно-земной физики Балфор Стюарт (1859 г.), хотя отдельные случаи наблюде-

ния таких волн отмечались еще в XVIII веке [Kangas et al., 1998]. Поскольку коле-

бания этого диапазона (периоды от 1/5 до 600 секунд) обнаруживаются не только

в данных по магнитному полю, но и в радарных, оптических, электрических и

других данных, в настоящее время более популярным является название ультра-

низкочастотные (УНЧ) волны. Долгие годы природа УНЧ-волн была предметом

оживленных дискуссий [Ваньян и др., 1973], однако после работ Джима Данжи

(1954 г.) стало ясно, что большинство из них представляют собой магнитогидро-

динамические (МГД) колебания земной магнитосферы [Dungey, 1954].

Магнитная гидродинамика

В одножидкостной МГД существует три моды колебаний: альфвеновская мода,

быстрый магнитный звук (БМЗ) и медленный магнитный звук (ММЗ). Альфвенов-

ские волны переносят энергию практически вдоль направления магнитного поля со

скоростью 𝑣𝐴 = 𝐵/
√
4𝜋𝜌, называемой альфвеновской (здесь 𝐵 и 𝜌 – соответствен-

но, равновесное магнитное поле и плотность плазмы). Дисперсионное уравнение

альфвеновских волн имеет вид

𝜔2 = 𝑘2‖𝑣
2
𝐴, (1)

где 𝜔 — частота волны, 𝑘‖ — компонента волнового вектора, параллельная магнит-

ному полю. Схема колебаний возмущения магнитного поля 𝑏 и тока 𝑗 в альфвенов-
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Рисунок 1. Схема колебаний возмущения магнитного поля 𝑏 и тока 𝑗 в

альфвеновских волнах (слева) и магнитном звуке (справа)

ских волнах показано на рис. 1, слева. Эти волны представляют собой колебания

силовых линий, аналогичные колебаниям гитарных струн, причем роль силы на-

тяжения струны играет натяжение магнитного поля. Именно с альфвеновскими

волнами обычно ассоциируется подавляющее большинство геомагнитных пульса-

ций.

Два других вида МГД-волн носят название быстрый и медленный магнитный

звук (БМЗ и ММЗ). Дисперсионное уравнение этих мод имеет вид

𝜔4 − 𝜔2𝑘2(𝑣2𝑆 + 𝑣2𝐴) + 𝑘2‖𝑘
2𝑣2𝑆𝑣

2
𝐴 = 0,

где 𝑣𝑆 — скорость звука и 𝑘 — полный волновой вектор. Это биквадратное уравне-

ние имеет два корня:

𝜔2
± =

1

2

[︁
𝑘2(𝑣2𝑆 + 𝑣2𝐴)±

√︁
𝑘4(𝑣2𝑆 + 𝑣2𝐴)

2 − 4𝑘2‖𝑘
2𝑣2𝑆𝑣

2
𝐴

]︁
.

Верхний знак соответствует БМЗ, нижний — ММЗ. Приведем также выражения для

продольной (индекс ‖) и поперечной (индекс ⊥) компонент групповой скорости

этих мод:

𝑣𝑔𝑟‖ = ∓
𝑘‖
𝜔𝑣𝐹

𝜔2 − 𝑘2‖𝑣
2
𝑐 − 𝑘2𝑣2𝑐√︁

𝑣4𝐹𝑘
4 − 4𝑣2𝐴𝑣

2
𝑆𝑘

2
‖𝑘

2
,
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Рисунок 2. Фазовая и групповая полярные диаграммы для МГД-волн (диаграммы

Фридрихса). Красным, зеленым и синим цветом обозначены, соответственно,

БМЗ, ММЗ и альфвеновская мода. Угол между горизонтальной осью и

радиус-вектором данной точки равен углу между направлением магнитного поля

𝐵⃗ и волнового вектора 𝑘⃗

𝑣𝑔𝑟⊥ = ∓ 𝑘⊥
𝜔𝑣𝐹

𝜔2 − 𝑘2‖𝑣
2
𝑐√︁

𝑣4𝐹𝑘
4 − 4𝑣2𝐴𝑣

2
𝑆𝑘

2
‖𝑘

2
.

Здесь обозначено:

𝑣2𝐹 = 𝑣2𝐴 + 𝑣2𝑆,

𝑣2𝑐 =
𝑣2𝐴𝑣

2
𝑆

𝑣2𝐴 + 𝑣2𝑆
.

На рисунке 2 приведены фазовая и групповая полярные диаграммы для МГД-волн

(диаграммы Фридрихса).

БМЗ по своей природе аналогичен обычному звуку, только возмущение пере-

дается не сжатием и разрежением газа, а сжатием и разрежением силовых линий,

в которые вморожена плазма. Роль газового давления играет давление магнитного

поля. Как и обычные акустические волны, БМЗ распространяется практически изо-

тропно. Дисперсионное уравнение БМЗ (в пределе 𝑘⊥ ≫ 𝑘‖, наиболее интересном
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Рисунок 3. Схема колебаний силовых линий и плазмы в БМЗ и диамагнитных

компрессионных модах

с точки зрения теории космической плазмы) имеет вид

𝜔2 = (𝑘2‖ + 𝑘2⊥)𝑣
2
𝐹 . (2)

Здесь 𝑘⊥ — поперечная компонента волнового вектора, перпендикулярная магнит-

ному полю. Эта мода более всего похожа на колебания воздуха внутри барабана.

Схема колебаний возмущения магнитного поля 𝑏 и тока 𝑗 в альфвеновских волнах

показано на рис. 1, справа.

Третья МГД-мода называется медленный магнитный звук (ММЗ). Дисперсион-

ное уравнение ММЗ (в пределе 𝑘⊥ ≫ 𝑘‖) выглядит очень похоже на дисперсионное

уравнение альфвеновских волн,

𝜔2 = 𝑘2‖𝑣
2
𝑐 , (3)

только вместо альфвеновской скорости 𝑣𝐴 там фигурирует скорость медленного

магнитного звука 𝑣𝑐. Как видно из правой части рис. 2, энергия ММЗ распро-

стряняется практически вдоль силовой линии. Продолжая музыкальную аналогию,

ММЗ напоминает колебания воздуха внутри труб органа.

БМЗ- и ММЗ-моды являются компрессионными, то есть сопровождаются возму-

щениями не только направления, но и величины магнитного поля. При этом у БМЗ



28

модуль магнитного поля и плазменное давление осциллируют в фазе, у ММЗ — в

противофазе (рис. 3). В последнем случае говорят, что волны обладают свойством

диамагнитности.

Если учесть конечное отношение частоты волны и гирочастоты ионов 𝜔𝑐𝑖, но не

учитывать конечное плазменное давление, то дисперсионное уравнение УНЧ волн

принимает вид [Гульельми, 1979]

(𝜔2 − 𝑘2‖𝑣
2
𝐴)(𝜔

2 − 𝑘2𝑣2𝐴)−
𝜔2

𝜔2
𝑐𝑖

𝑘2𝑘2‖𝑣
4
𝐴 = 0. (4)

Больший корень этого уравнения соответствует БМЗ, меньший — альфвеновской

моде. Второй из них представляет особый интерес, т.к. при учете конечного отно-

шения 𝜔/𝜔𝑐𝑖 у альфвеновских волн возникает поперечная дисперсия, т. е. зависи-

мость частоты волны от поперечного волнового вектора:

𝜔2 ≈ 𝑘2‖𝑣
2
𝐴

(︃
1 +

𝑘2𝑣2𝐴
𝜔2
𝑐𝑖

𝑘2‖
𝑘2⊥

)︃
. (5)

Поперечная дисперсия альфвеновских волн может возникать также при учете ко-

нечного ларморовского радиуса ионов и инерции электронов. Наличие поперечной

дисперсии альфвеновских волн имеет большое значение для теории неоднородной

плазмы, т. к. способно приводить к альфвеновским резонаторам поперек силовых

линий (см. ниже).

Наличие высокопроводящей ионосферы приводит к тому, что волна оказывает-

ся стоячей вдоль силовой линии. Продольную (т. е. вдоль внешнего магнитного

поля) структуру волны характеризует продольное волновое число 𝑁 . Так, главной

гармонике волны соответствует 𝑁 = 1, второй — 𝑁 = 2. Электрическое поле глав-

ной гармоники имеет пучность на экваторе, второй гармоники — узел. Наоборот, у

главной гармоники магнитное поле имеет узел на экваторе, у второй гармоники —

пучность (рис. 4).

Кинетика

В УНЧ-диапазон попадают и некоторые виды волн негидродинамической природы,

адекватное описание которых возможно только в кинетике: зеркально-дрейфовые
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Рисунок 4. Электрическое 𝐸𝑁 и магнитное 𝐵𝑁 поле главной (𝑁 = 1) и второй

(𝑁 = 2) гармоник стоячей волны в магнитосфере (эскиз)

и дрейфово-компрессионные моды [Chen and Hasegawa, 1991]. Обычно эти моды

рассматриваются в пределе поперечной мелкомасштабности (𝑘⊥ ≫ 𝑘‖). В магнито-

сфере это соответствует волнам с большими значениями азимутального волнового

числа (𝑚≫ 1).

Чтобы разобраться в природе этих мод, рассмотрим плазму с бимаксвелловской

функцией распределения:

𝐹 =
𝑛

(2𝜋)3/2𝑉 2
⊥𝑉‖

exp

(︃
−
𝑣2‖
2𝑉 2

‖
− 𝑣2⊥

2𝑉 2
⊥

)︃
,

где 𝑛 — концентрация частиц, 𝑉‖ и 𝑉⊥ — средние тепловые скорости частиц вдоль

и поперек магнитного поля, соответственно. Для простоты будем рассматривать

продольно-однородное поле, но с кривизной силовых линий, давлением электрон-

ной компоненты будем пренебрегать. Тогда дисперсионное уравнение поперечно-

мелкомасштабных компрессионных УНЧ-возмущений (𝛿𝐵 ̸= 0, 𝜔 ≪ 𝜔𝑐) примет

вид

𝐿𝑀 = 1 + 𝑎𝑀 = 0 (6)

где обозначено:

𝑎𝑀 =
4𝜋𝜔2

𝑐2
2𝜋

𝑘2⊥

∑︁
𝑒, 𝑖

𝑞2

𝑚

∫︁
𝑑𝑣‖𝑑𝑣⊥𝑣

3
⊥𝐽

2
1 (𝜉) 𝑄̂𝐹,

𝜀 = 𝑣2/2 — энергия частицы в расчете на единицу массы, 𝜉 = 𝑘⊥𝑣⊥/𝜔𝑐 — аргумент

функции Бесселя 𝐽1,

𝑄̂𝐹 = − 1

𝜔 − 𝜔𝑑 − 𝑘‖𝑣‖

(︂
𝜕𝐹

𝜕𝜀
+
𝑘𝑦𝐹

′

𝜔𝜔𝑐

)︂
;
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𝜔𝑑 =
𝑘𝑦
𝜔𝑐

(︃
𝐵′

0

2𝐵
𝑣2⊥ −

𝑣2‖
𝑅

)︃
есть дрейфовая скорость в неоднородном магнитном поле. Штрихом обозначена

производная поперек магнитных оболочек. Отметим, что оператор 𝑄̂𝐹 содержит

резонансный знаменатель, соответствующий резонансу волна-частица.

Далее рассмотрим два предельных случая. B первом случае (“зеркальный пре-

дел”) частота волн принимается предельно низкой: 𝜔, 𝜔𝑑 ≪ 𝑘‖𝑣‖. В этом случае

резонансный знаменатель принимает вид

1

𝜔 − 𝜔𝑑 − 𝑘‖𝑣‖
≈ −𝑖𝜋

𝑘‖
𝛿(𝑣‖).

Оператор 𝐿𝑀 переписывается в виде

𝐿𝑀 = 𝜏 − 𝑖
𝜔 − 𝜔*

Γ
, (7)

где

𝜏 = 1 + 𝛽⊥

(︂
1− 𝛽⊥

𝛽‖

)︂
, (8)

𝜔𝑀 =
𝑘𝑦𝑉

2
‖

𝜔𝑐

[︂
𝑛′

𝑛
+ 3

𝑇‖ − 𝑇⊥

𝑇‖

𝐵′

𝐵

]︂
,

Γ =

√︂
2

𝜋

𝑇‖
𝑇⊥

𝑘‖𝑉‖
𝛽⊥

.

Здесь 𝑘𝑦 — проекция волнового вектора на направление бинормали к силовым ли-

ниям, 𝛽⊥ и 𝛽‖ — отношение поперечного и продольного плазменного давления к

магнитному давлению. Отсюда следует, что частота волны определяется выраже-

нием

𝜔 = 𝜔𝑀 − 𝑖𝜏Γ.

В однородной плазме 𝜔* = 0 и частота волны является чисто мнимой, то есть

имеет место бесстолкновительное затухание волны при 𝜏 > 0 и рост при 𝜏 <

0. В последнем случае имеет зеркальную неустойчивость, физический механизм

которой рассмотрен в работе [Southwood and Kivelson, 1993]. Выпишем условие

зеркальной неустойчивости в явном виде:

𝛽⊥
𝛽‖

> 1 +
1

𝛽⊥
. (9)
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Как следует из этой формулы, для развития зеркальной неустойчивости необхо-

димо, чтобы поперечное давление значительно превосходило продольное. Порог

неустойчивости увеличивается с уменьшением плазменного давления. В неодно-

родной плазме у волны появляется действительная компонента частоты, равная

𝜔* ̸= 0. В этом случае неустойчивость (и соответствующую моду колебаний) назы-

вают зеркально-дрейфовой [Hasegawa, 1969]. Отметим, что корректное выражение

для действительной части частоты зеркально-дрейфовой было впервые получено

в работе [Похотелов и Пилипенко, 1976]. Возможность существования зеркальной

моды (в однородной плазме) была обнаружена еще в конце 50-х годов прошлого

века [Рудаков и Сагдеев, 1958; Chandrasekhar et al., 1958].

Во втором случае мы будем пренебрегать анизотропией давления и рассматри-

вать моды с частотой 𝜔 ≫ 𝜔𝑑. Тогда мнимая часть оператора 𝐿𝑀 экспоненциально

мала, и он может быть записан в виде

𝐿𝑀 = 1 + 𝛽
𝜔 − 𝜔*

𝜔
, (10)

где

𝜔* =
𝑘𝑦
𝜔𝑐

𝑛′

𝑛
𝑇

(︂
1− 3

2

𝑇 ′

𝑛′
𝑛

𝑇

)︂
.

Здесь 𝑇 — температура плазмы. Мода, определяемая дисперсионным уравнением

𝐿𝑀 = 0 при выполнении равенства (10) называется дрейфово-компрессионной.

Частота этой моды определяется выражением

𝜔 =
𝜔*𝛽

1 + 𝛽
.

Эта мода впервые была введена в работе [Rosenbluth, 1981]. Влияние неоднород-

ности вдоль силовой линии на эту моды рассматривалось в работах [Каладзе и др.,

1976; Crabtree and Chen, 2004; Crabtree et al., 2003].

Общим свойством зеркально-дрейфовых и дрейфово-компрессионных волн яв-

ляется диамагнитность. Это следует из обобщенного уравнения поперечного ба-

ланса сил:

𝛿𝑃⊥ +
𝐵𝛿𝐵‖

4𝜋
=
𝑘2‖
𝑘2⊥

[︃
𝜔2

𝑘2‖𝑣
2
𝐴

− 1−
𝛽⊥ − 𝛽‖

2

]︃
𝐵𝛿𝐵‖

4𝜋
. (11)
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Здесь 𝛿𝑃⊥ и 𝛿𝐵‖ — возмущение плазменного давления, и продольной компо-

ненты магнитного поля, соответственно. Уравнение (11) возникает в результа-

те интегрирования уравнения Власова [Pokhotelov et al., 2000]. В поперечно-

мелкомасштабном пределе 𝑘‖ ≪ 𝑘⊥ отсюда следует равенство нулю полного дав-

ления (суммы плазменного и магнитного давления):

𝛿𝑃⊥ +
𝐵𝛿𝐵‖

4𝜋
≃ 0.

Как видно из этой формулы, плазменное давление 𝛿𝑃⊥ и продольная компонента

магнитного поля 𝛿𝐵‖ волны должны колебаться в противофазе (см. рис. 3). Как мы

уже говорили, тем же свойством обладает и медленный магнитный звук.

Следует отметить, что в кинетике могут существовать УНЧ-моды еще одного

типа: моды Кадомцева-Погуце [Кадомцев и Погуце, 1966]. Эти моды являются

возмущениями электростатического потенциала и, стало быть, продольного элек-

трического поля. Теория этих мод в применении к физике магнитосферы рассмат-

ривалась в статьях [Liu, 1970; Hagege et al., 1973; Потапов и Похотелов, 1976].

В данной работе эти моды не рассматриваются. Мы предполагаем, что в плаз-

ме имеется примесь холодных электронов ионосферного происхождения, которые

приводят к обнулению продольного электрического поля и по этой причине пре-

пятствуют образованию в магнитосфере электростатических мод.

УНЧ-волны в наблюдательных данных

С наблюдательной точки зрения, УНЧ-волны делятся на два основных класса:

непрерывные пульсации Pc (pulsations continious) и иррегулярные пульсации Pi

(pulsations irregulares) [Jacobs et al., 1964]. Каждый из этих классов подразделяется

на несколько подклассов, в соответствии с их частотой:
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Рисунок 5. Колебания силовых линий в тороидальных и полоидальных

альфвеновских волнах

Непрерывные Иррегулярные

Обозначение Периоды, с Обозначение Периоды, с

Короткопериодные: Pc1 0.2–5.0 Pi1 1–40

Pc2 5–10

Длиннопериодные: Pc3 10–45 Pi2 40–150

Pc4 45–150

Pc5 150–600

Колебания типов Pc1–2 и Pi1 обычно относятся к разряду короткопериодных

УНЧ-волн, волны типов Pc3–5 и Pi2 — длиннопериодных (иногда в отдельную

группу (Pi3 или Ps6) выделяют также иррегулярные пульсации с периодами более

150 секунд [Золотухина и Харченко, 1995]). В данной работе будут рассматривать-

ся, главным образом, волны типов Pc4–Pc5 и отчасти Pi2.

Будучи сугубо морфологической, эта классификация не может адекватно от-

ражать основные физические закономерности УНЧ-волн. Между тем, критиче-

ский параметр, определяющий физику этих волн, был выявлен еще в конце 60-

х годов: это азимутальное волновое число 𝑚, показывающее количество волн,

укладывающихся в азимутальном направлении. Альфвеновские волны с малы-
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ми и большими азимутальными волновыми числами (иначе говоря, азимутально-

крупномасштабные и азимутально-мелкомасштабные волны) различаются, прежде

всего, поляризацией (рис. 5). Волны с 𝑚 ∼ 1 могут иметь только тороидальную

поляризацию; в этом случае силовые линии геомагнитного поля колеблются пре-

имущественно в азимутальном направлении. Волны с 𝑚 ≫ 1 могут иметь и то-

роидальную, и полоидальную поляризацию; в последнем случае силовые линии

совершают колебания в меридиональной плоскости. Частоты колебаний с разны-

ми 𝑚 также несколько различаются [Radoski, 1967; Крылов и др., 1981].

Механизмы генерации волн с 𝑚 ∼ 1 и 𝑚 ≫ 1 также, по видимому, различ-

ны, хотя осознано это было далеко не сразу. Еще в 1960-х гг. были предложены

источники двух типов: внешние и внутренние. Первые из них представляют со-

бой возмущения магнитосферы потоком солнечного ветра: внезапные импульсы

динамического давления [Wilson and Sugiura, 1961] или неустойчивость Кельвина-

Гельмгольца [Atkinson and Watanabe, 1966]. Под внутренними источниками подра-

зумевают различные плазменные неустойчивости, в ходе развития которых проис-

ходит передача волнам энергии дрейфующих в магнитосфере энергичных частиц

[Southwood et al., 1969; Hasegawa, 1969; Михайловский и Похотелов, 1975], либо

переменные токи в магнитосфере или ионосфере [Золотухина, 1974; Leonovich and

Mazur, 1993]. Но лишь в начале 1990-х годов выяснилось, что источники этих двух

типов отвечают за генерацию волн с различными значениями азимутального вол-

нового числа: волны с 𝑚 ∼ 1 возбуждаются внешними источниками, с 𝑚 ≫ 1 —

внутренними [Chen and Hasegawa, 1991; Leonovich and Mazur, 1993].

Таким образом, современные теоретические представления показывают, что ази-

мутальное волновое число 𝑚 является критическим параметром, определяющим

физику УНЧ-волн (во всяком случае, это относится к долгопериодическим вол-

нам). В пользу такого заключения говорят и наблюдательные данные. По спут-

никовым данным, различается распределение этих волн в пространстве [Anderson

et al., 1990; Агапитов и Черемных, 2011]. Волны с 𝑚 ∼ 1 наблюдаются обычно в

дневные и утренние часы, в то время как волны с 𝑚 ≫ 1 — в ночном и вечернем
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секторе магнитосферы. Как показывают радарные эксперименты, различается и

направление их фазовой скорости: если у волн с 𝑚 ∼ 1 азимутальная компонента

фазовой скорости обычно направлена от Солнца, а радиальная — в сторону полю-

са, то у волн с 𝑚 ≫ 1 азимутальная компонента фазовой скорости, как правило,

имеет западное направление, а радиальная компонента — экваториальное [Yeoman

et al., 1992] (это создает определенные трудности для теории этих волн, см. раздел

1).

B работе [Anderson, 1993] предлагается следующая классификация долгоперио-

дических УНЧ-волн, основанная как на спутниковых данных, так и на теоретиче-

ских соображениях о механизмах генерации волн:

∙ Тороидальные волны Pc5, 𝑚 ∼ 1 (главная гармоника стоячей волны между

магнитосопряженными точками ионосферы);

∙ Тороидальные волны Pc3–4, 𝑚 ∼ 1 (соответственно, высокие гармоники стоя-

чей волны);

∙ Полоидальные волны Pc4, 𝑚≫ 1;

∙ Компрессионные волны Pc5, 𝑚 ∼ 1 (волны с большой продольной компонен-

той магнитного поля, как правило, диамагнитные);

∙ Некогерентный шум.

Разновидностью полоидальных волн Pc4 являются гигантские пульсации Pg [Клей-

менова и др., 1990; Takahashi et al., 2011]; это единственная разновидность

азимутально-мелкомасштабных волн (𝑚 от 20 до 30), которая может наблюдаться

на земной поверхности: волны c еще большими значениями 𝑚 поглощаются ат-

мосферой [Hughes and Southwood, 1976; Leonovich and Mazur, 1996]. В наземных

наблюдениях компрессионные волны Pc5 могут проявляться в виде пульсаций ти-

па Ps6 [Vaivads et al., 2001].
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Рисунок 6. Схема альфвеновского резонанса

Сцепление ветвей УНЧ-колебаний в неоднородной плазме

В однородной плазме три ветви УНЧ-колебаний — альфвеновская мода, БМЗ и

ММЗ — распространяются независимо друг от друга. Однако магнитосфера суще-

ственно неоднородна: параметры плазмы и магнитного поля меняются и вдоль си-

ловых линий, поперек магнитных оболочек, в азимутальном направлении. В неод-

нородной плазме три МГД-моды взаимосвязаны (сцеплены) и возможна передача

энергии от одних мод другим [Alperovich and Fedorov, 2007; Леонович и Мазур,

2016].

В холодной плазме имеются только две ветви УНЧ-волн — альфвеновская мода,

которая распространяется только вдоль силовых линий, и быстрая магнитозвуко-

вая, которая распространяется изотропно. Сцепление этих мод приводит к явлению

альфвеновского резонанса. Общая картина этого явления такова (рис. 6). Быстрый

магнитный звук распространяется внутрь магнитосферы со стороны ее внешней

границы (магнитопаузы). Доходя до некоторой предельной магнитной оболочки, он

отражается; суперпозиция падающей и отражённой волн формирует стоячую БМЗ-

волну (глобальный МГД-резонатор). Часть энергии БМЗ просачивается внутрь маг-

нитосферы и доходит до резонансной поверхности, определяемой как магнитная

оболочка, где частота колебаний равна собственной частоте альфвеновской вол-
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ны. Вблизи резонансной поверхности возбуждается тороидально-поляризованная

альфвеновская волна. Источником БМЗ считаются процессы в солнечном ветре

[Agapitov and Cheremnykh, 2013]. Первоначально явление альфвеновского резо-

нанса было установлено для 1-мерно неоднородной плазмы [Tamao, 1965; Chen

and Hasegawa, 1974; Radoski, 1974; Southwood, 1974]. Впоследствии было дока-

зано, что оно должно иметь место также и для 2-мерно неоднородной плазмы с

кривыми силовыми линиями [Лифшиц и Федоров, 1986; Леонович и Мазур, 1989;

Федоров и др., 1995; Chen and Cowley, 1989; Mond et al., 1990; Wright, 1992b].

Формально, амплитуда альфвеновской волны на резонансной поверхности бес-

конечна. Особенность волнового поля регуляризируется посредством учета конеч-

ной проводимости ионосферы [Hughes and Southwood, 1976] или кинетических

эффектов, приводящих к трансформации крупномасштабной альфвеновской вол-

ны в мелкомасштабную кинетическую альфвеновскую волну [Hasegawa and Chen,

1975; Леонович и Мазур, 1987].

Как показали Гульельми и Потапов [1984], важнейшей характеристикой альфве-

новской волны с точки зрения возможности ее резонансного возбуждения является

азимутальное волновое число 𝑚. Резонансное возбуждение альфвеновской волны

отсутствует при 𝑚 = 0, наиболее эффективно при 𝑚 ∼ 1 и крайне неэффективно

при 𝑚 ≫ 1. Если амплитуду волны на магнитопаузе принять равной за единицу,

то в районе резонанса амплитуда будет по порядку величины 𝑒−𝑚. Таким образом,

при 𝑚≫ 1 амплитуда будет экспоненциально малой. Позднее этот вывод был про-

верен в ряде работ с использованием численного моделирования [Allan et al., 1986;

Inhester, 1987]. Это является главной из причин, почему если волны с 𝑚 ∼ 1 могут

генерироваться внешними источниками, то волны с 𝑚≫ 1 — только внутренними.

Для азимутально-мелкомасштабных волн (𝑚≫ 1) в плазме конечного давления

большую роль играет сцепление альфвеновских мод с ММЗ. Механизм этого сцеп-

ления в конечном итоге связан с тем, что при наличии кривизны силовых линий

альфвеновские волны способны сжимать плазму [Southwood and Saunders, 1985;

Ohtani et al., 1989]. Как известно, в однородном магнитном поле альфвеновские
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волны не меняют плотность плазмы. Действительно, поперечное электрическое

поле альфвеновской волны потенциально, то есть выражается в виде двумерного

градиента:

𝐸⃗ = −∇⊥Φ. (12)

С другой стороны, электрическое поле связано со скоростью плазмы условием

вмороженности

𝐸⃗ = −1

𝑐
𝑣⃗ × 𝐵⃗. (13)

Отсюда следует, что движение плазмы является несжимаемым, ∇⊥ · 𝑣⃗ = 0. Одна-

ко это относится только к магнитному полю с прямыми силовыми линиями. При

наличии кривизны электрическое поле, удовлетворяющее условию (12), приводит

к сжатию плазмы, выражающемся в отличной от нуля дивергенции вектора попе-

речной скорости плазмы:

∇⊥ · 𝑣⃗ ≃ 𝑣⃗ · 𝜅⃗, (14)

где 𝜅⃗ — локальная кривизна силовой линии [Southwood and Saunders, 1985; Walker,

1987]. Напомним, что в однородной плазме распространение альфвеновской волны

не приводит к сжатию плазмы. Сжатие плазмы, в свою очередь, обусловливает из-

менение плазменного давления в волне 𝛿𝑃 . Линеаризованное уравнение движения

в проекции на направление магнитного поля имеет вид

𝜌
𝜕𝑣⃗

𝜕𝑡
= −𝛿𝑃. (15)

Таким образом, в кривом магнитном поле альфвеновская волна неизбежно генери-

рует движение плазмы вдоль силовых линий, которое является признаком ММЗ.

Как было показано в работах [Климушкин, 1997; Klimushkin, 1998b], попереч-

ная структура волнового поля сцепленных альфвеновской и ММЗ мод выглядит

следующим образом: имеются две области области локализации волны (области

прозрачности), каждая из которых ограничена резонансной поверхностью и по-

верхностью отражения. Подробного изучения поперечной структуры сцепленных

альфвеновской и ММЗ мод до сих пор не производилось.
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Другим важным следствием сцепления альфвеновской и ММЗ-мод в кривом

магнитном поле являются гидродинамические неустойчивости: баллонная [Ага-

питов и др., 2006; Golovchanskaya and Kullen, 2005; Parnowski, 2007; Мазур и др.,

2012; Leonovich and Kozlov, 2013] и перестановочная (желобковая) неустойчивости

[Волков и Мальцев, 1986; Sonnerup and Laird, 1963; Mingalev et al., 2006]. Пред-

полагается, что эти неустойчивости могут играть роль триггера магнитосферных

суббурь [Головчанская и др., 2004; Liu et al., 2012; Rae and Watt, 2016; Nishimura

et al., 2016] и быть одной из причин появления быстрых плазменных потоков в гео-

магнитном хвосте (bursty bulk flows) [Toffoletto et al., 2020]. В дальнем хвосте маг-

нитосферы может развиваться родственная неустойчивость, называемая двойной

градиентной неустойчивостью [Erkaev et al., 2007; Korovinskiy et al., 2019], которая

может приводит к появлению специфических «хлопающих» волновых движений

плазмы хвоста (flapping motions) [Erkaev et al., 2009].

При некоторых условиях возможны и УНЧ-резонансы, связанные со сцеплением

БМЗ и ММЗ [Leonovich et al., 2006].

Сцепление различных УНЧ мод изучается также в рамках кинетики. Как мы

уже говорили, в кинетическом режиме в неоднородной плазме могут существовать

компрессионные моды, которым нет аналога в МГД. Самой известной (хотя и не

самой типичной) из них является зеркально-дрейфовая мода, с которой связана

одноименная неустойчивость. Как было показано в статье [Lin and Parks, 1978],

эта мода сцеплена с альфвеновской, что приводит к значительной модификации

критерия неустойчивости. Хотя сцепление кинетических компрессионных мод с

альфвеновской изучалось во многих работах [Patel et al., 1984; Pokhotelov et al.,

1985; Woch et al., 1988], в настоящее время еще не имеется полного понимания,

какое влияние оно оказывает на УНЧ-волны в магнитосфере.
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Рисунок 7. Тороидальная 𝑥1𝑇𝑁 и полоидальная 𝑥1𝑃𝑁 поверхности

Трансформация полоидальных в азимутально-мелкомасштабных альфве-

новских волн в тороидальные

Как впервые было показано в работе [Radoski, 1967], альфвеновская волна в пре-

деле 𝑚→ ∞ может имеет полоидальную поляризацию. Однако отсюда не следует,

что азимутально-мелкомасштабные волны могут иметь только полоидальную по-

ляризацию. Действительно, особенность волнового поля на резонансной оболочке

имеет место при любых 𝑚. При этом азимутальная компонента магнитного по-

ля имеет особенность типа полюса, а радиальная компонента — особенность типа

логарифма, т.е. азимутальная компонента магнитного поля намного превышает ра-

диальную, что как раз и означает тороидальную поляризацию. Таким образом,

волны с 𝑚 ∼ 1 могут иметь и полоидальную, и тороидальную поляризацию.

В дипольно-подобной магнитосфере частоты тороидальных Ω𝑇𝑁 и полоидаль-

ных Ω𝑃𝑁 колебаний (здесь 𝑁 — продольное волновое число) различаются: то-

роидальная частота немного больше полоидальной [Radoski, 1967; Крылов и др.,

1981]. Это явление часто называется поляризационным расщеплением спектра [Гу-

льельми, 1970a]. В дальнейшем было показано, что влияние конечного давления

плазмы (при учете кривизны силовых линий) приводит к усилению поляризацион-

ного расщепления, причем оно может сменить знак: полоидальная частота может

оказаться выше тороидальной [Климушкин, 1997; Klimushkin et al., 2004].
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Тороидальные и полоидальные частоты зависят от радиальной координаты 𝑥1

(роль которой может играть параметр Мак-Илвейна L). Магнитные поверхности,

на которых выполняются равенства 𝜔 = Ω𝑇𝑁(𝑥
1) и 𝜔 = Ω𝑃𝑁(𝑥

1), называются,

соответственно тороидальной 𝑥1𝑇𝑁 и полоидальной 𝑥1𝑃𝑁 поверхностями. Обе ко-

ординаты 𝑥1𝑇𝑁 и 𝑥1𝑃𝑁 являются функциями частоты волны 𝜔. Если альфвеновская

скорость убывает с расстоянием от Земли (как обстоят дела в большей части маг-

нитосферы) и Ω𝑇𝑁 > Ω𝑃𝑁 , то тороидальная поверхность отстоит дальше от Земли,

чем полоидальная (рис. 7).

Как показали А.С. Леонович и В.А. Мазур, различие между тороидальной и

полоидальной частотами приводит к появлению специфической поперечной дис-

персии альфвеновских волн (рис. 8, слева) [Leonovich and Mazur, 1990]; это явле-

ние не имеет аналога как в однородной плазме, так и в неоднородной плазме с

прямыми силовыми линиями, где дисперсия целиком обусловлена кинетическими

эффектами [Дмитриенко и др., 1986]. Зависимость частоты волны от поперечных

компонент волнового вектора дисперсия приводит к появлению поперечных ком-

понент групповой скорости волны.

Физический смысл тороидальной и полоидальной поверхностей был прояснен

в работе [Leonovich and Mazur, 1993], где была изучена структура монохроматиче-

ских азимутально-мелкомасштабных альфвеновских волн в ВКБ–приближении по

радиальной координате. Было показано, что волна возбуждается вблизи полоидаль-

ной поверхности и распространяется от Земли, в сторону тороидальной поверхно-

сти. При этом радиальная компонента волнового вектора постепенно увеличива-

ется (см. рис. 8, слева). Вблизи тороидальной поверхности энергия волны либо

полностью поглощается из-за диссипации в ионосфере, либо волна трансформи-

руется в ультра-мелкомасштабную кинетическую альфвеновскую волну [Leonovich

and Mazur, 1995a]. В ходе распространения волны ее поляризация меняется от по-

лоидальной до тороидальной. Траектория волны имеет форму спирали, которая вы-

ходит из полоидальной поверхности под прямым углом и входит в тороидальную

поверхность по касательной к ней (рис. 8, справа). Поперечная структура волны
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Рисунок 8. Слева: зависимость квадрата радиальной компоненты волнового

вектора 𝑘1 от частоты волны и радиальной координаты. Справа: траектория

азимутально-мелкомасштабной волны

изображена на рисунке 9. Описанное явление наблюдалось с помощью спутников

Van Allen Probe [Leonovich et al., 2015]. Другой возможный пример трансформации

описан в работе [Takahashi et al., 2018a].

Диаметрально-противоположным случаем по отношению к монохроматическим

волнам являются волны, возбужденные импульсным источником: в этом случае

в спектре источника присутствуют все частоты. Для таких волн также должно

иметь место явление трансформации из полоидальных в тороидальные, но про-

исходящее по совсем другой причине. Если источник волны достаточно широко

распределен поперек магнитных оболочек, то возбужденная волна обладает поло-

идальной поляризацией; однако каждая магнитная оболочка колеблется со своей

собственной частотой, и из-за разности частот колебаний на разных оболочках

каждая из них вскоре приобретет свою собственную фазу (разбегание по фазам).

В результате волновое поле приобретет мелкомасштабную структуру поперек маг-

нитных оболочек (рис. 10). В соответствии с поляризационными свойствами альф-
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Рисунок 9. Поперечная структура азимутально-мелкомасштабной волны

(радиальная компонента электрического поля как функция радиальной

координаты). Стрелкой показано направление перемещения энергии

веновской волны это означает, что волна трансформировалась из полоидальной в

тороидально-поляризованную. Впервые это явление в физике магнитосфере было

изучено в работе [Radoski, 1974], затем в плазме с прямыми силовыми линия-

ми оно разбиралось в статьях [Крылов и др., 1981; Mann and Wright, 1995], и

в дипольно-подобном магнитном поле — в работах [Leonovich and Mazur, 1998;

Antonova et al., 2000]. Следует отметить, что наблюдения трансформации, связан-

ные с разбеганием по фазам, являются сравнительно редкими [Sarris et al., 2009;

Zolotukhina et al., 2008; Wei et al., 2019].

Резонаторы для УНЧ-волн в магнитосфере

В физике космической плазмы большое значение имеет представление о резона-

торах — областях пространства, где волновая энергия замкнута по двум из трех

пространственных координат и может распространяться только вдоль третьей. Та-

кие резонаторы являются естественными накопителями волновой энергии в магни-

тосфере, которая может быть израсходована, например, на ускорение заряженных

частиц или нагрев ионосферы. Обычно говорят о поперечных резонаторах, где

волна замкнута вдоль силовой линии и поперек магнитных оболочек и распро-

страняетися только по азимуту.

Очевидно, необходимым условием для существования такого резонатора явля-

ется наличие поперечной дисперсии волны, то есть зависимость частоты волны от
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Рисунок 10. Изменение поперечной структуры импульсно-генерированной волны

из-за разбегания по фазам (𝑡3 > 𝑡2 > 𝑡1)

радиальной компоненты волнового вектора (𝜔(𝑘⊥)) [Гульельми и Потапов, 1985;

Дмитриенко и др., 1986]. У БМЗ такая дисперсия имеется уже в однородной плаз-

ме. Это видно хотя бы из дисперсионного соотношения (2), которое можно пере-

писать в виде

𝑘2⊥ =
𝜔2

𝑣2𝐴
− 𝑘2‖.

Отсюда следует, что резонатор для БМЗ может быть локализован в областях с

минимумом альфвеновской скорости. Рассматриваются следующие области лока-

лизации такого резонатора:

∙ Дневная часть магнитосферы вблизи магнитопаузы [Kivelson and Southwood,

1985]. Этот резонатор может возбуждаться импульсами динамического давле-

ния солнечного ветра [Агапитов и Черемных, 2008; Southwood and Kivelson,

1990]. Кроме того, волны могут непосредственно проникать из межпланетного

пространства [Walker, 2002; Мазур, 2010]. Далее эти колебания преобразуются

в альфвеновские за счет явления альфвеновского резонанса и наблюдаются в

виде тороидальных волн типа Pc5.
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∙ Внешняя часть магнитосферы на флангах хвоста [Samson et al., 1992b].

В данном случае возбуждение может происходить за счет неустойчивости

Кельвина-Гельмгольца [Mann et al., 1999; Мазур и Чуйко, 2011]. Наблюдатель-

ными проявлениями этого резонатора также считаются тороидальные волны

Pc5.

∙ Область в районе минимума альфвеновской скорости внутри плазмопаузы

[Гульельми, 1970]. Неоднократно высказывалось предположение, что наблюда-

тельными проявлениями этого резонатора являются некоторые пульсации типа

Pi2 [Yeoman and Orr, 1989; Sutcliffe and Yumoto, 1989; Takahashi et al., 2018].

∙ Область в районе минимума альфвеновской скорости в ближнем плазменном

слое [Леонович и Мазур, 2008]. Предположительное наблюдательное проявле-

ние — тороидальные волны Pc5.

У альфвеновской моды дисперсионное соотношение в 1-жидкостной МГД не

содержит поперечной дисперсии (1), однако она может возникать благодаря ки-

нетическим эффектам, таким, как конечный ларморовский радиус ионов, инерция

электронов или конечная гирочастота ионов, что в конечном итоге делает воз-

можным существование альфвеновских резонаторов [Гульельми и Поляков, 1983;

Леонович и др., 1983a; Дмитриенко и др., 1986]. В работе [Polyakov, 2019] приве-

дены убедительные доводы, что некоторые особенности спектров ряда пульсаций

Pc1 могут быть обусловлены тем, что эти волны представляют собой собствен-

ные моды таких резонаторов. Возможно и существование резонаторов поперек

силовых линий и для длиннопериодных альфвеновских волн (Pc4-5) [Vetoulis and

Chen, 1994; Leonovich and Mazur, 1995b; Klimushkin, 1998a]. В данном случае по-

перечная дисперсия обусловлена кривизной силовых линий. Альфвеновские резо-

наторы, обусловленные кинетическими эффектами и кривизной силовых линий,

могут быть локализованы в районе плазмопаузы и кольцевого тока. Также возмож-

но появление резонатора для альфвеновских волн за счет диссипативных эффектов
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[Чурилов, 2002], однако в магнитосферном контексте эта возможность не исследо-

валась.

Важной особенностью альфвеновских волн, замкнутых в поперечный резонатор,

является изменения характера их спектра: он становится не непрерывным, как у

«обычных» альфвеновских волн, а дискретным. Дискретность возникает из-за то-

го, что в резонатор могут укладываться только целое число полуволн по радиаль-

ной координате. Ввиду наличия зависимости 𝜔(𝑘⊥) отсюда следует, что и частота

должна быть дискретной. Важным следствием этого обстоятельства является то,

что для резонаторных мод не должно иметь место явление трансформации из по-

лоидальных в тороидальные моды, вызванной разбеганием по фазам. Вместо этого

должна возникать амплитудная модуляция, обусловленная сложением нескольких

собственных гармоник резонатора [Mager and Klimushkin, 2013]. В связи с этим

следует отметить, что наблюдения трансформации полоидальных альфвеновских

волн в тороидальные крайне редки. Возможно, это связано с тем, что наблюдае-

мые полоидальные волны типов Pc4-5 в большинстве случаев являются модами

колебаний поперечных альфвеновских резонаторов.

Интерпретация различных типов азимутально-мелкомасштабных УНЧ-

волн

Полоидальные пульсации Pc4

При спутниковых наблюдениях в диапазоне Pc4 доминируют полоидальные пуль-

сации с большими значениями азимутального волнового числа (𝑚 = 20–150).

Земная атмосфера не пропускает на поверхность Земли волны с малыми попе-

речными длинами волн, поэтому азимутально-мелкомасштабные волны не могут

наблюдаться с помощью наземных магнитометров, за исключением так называе-

мых гигантских пульсаций (Pg), имеющих не очень большие 𝑚, около 20–30.

Поскольку при 𝑚 ≫ 1 альфвеновский резонанс неэффективен, для объясне-

ния возникновения полоидальных УНЧ-волн привлекаются внутримагнитосфер-
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Рисунок 11. Движение заряженных частиц в магнитосфере Земли

ные источники, главным образом — различные кинетические неустойчивости, воз-

никающие при взаимодействии волна-частица.

Заряженные частицы совершают в магнитосфере движения трех родов: лармо-

ровское вращение вокруг силовой линии с гирочастотой 𝜔𝑐, дрейфовое движение в

азимутальном направлении с частотой 𝜔𝑑, и колебания вдоль силовой линии меж-

ду зеркальными точками с баунс-частотой 𝜔𝑏 (рис. 11). Волны могут обмениваться

энергией с частицами посредством поперечного 𝐸⊥ и продольного 𝐸‖ электри-

ческого поля и продольного магнитного поля 𝐵 ‖ (бетатронный эффект). В дрей-

фовом приближении темп взаимодействия волна-частица описывается уравнением

[Нортроп, 1967]
𝜕𝜀

𝜕𝑡
= 𝑞 𝑣⃗‖ · 𝐸⃗‖ + 𝑞 𝑢⃗𝑑 · 𝐸⃗⊥ + 𝜇

𝜕𝐵 ‖

𝜕𝑡
, (16)

где 𝜀 = 𝑀𝑣2/2 и 𝜇 = 𝑀𝑣2⊥/2𝐵 — кинетическая энергия и магнитный момент

частицы, 𝑀 и 𝑞 — ее масса и заряд, 𝑢𝑑 — скорость дрейфа в неоднородном маг-

нитном поле. B случае альфвеновской волны, взаимодействие происходит глав-

ным образом за счет поперечного электрического поля 𝐸⊥, поскольку продольное

магнитное поле у этой моды практически отсутствует, а продольное электриче-

ское поле у УНЧ-волн мало. Поскольку скорость дрейфа направлена в азимуталь-

ном направлении, для эффективного взаимодействия с частицами альфвеновская

волна должна иметь значительное азимутальное электрическое поле, т. е. быть

полоидально-поляризованной. Эффективное взаимодействие между УНЧ-волной
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(с частотой 𝜔 ≪ 𝜔𝑐) и заряженной частицей может происходить при выполнении

условия баунс-дрейфового резонанса [Dungey, 1964]

𝜔 −𝑚𝜔𝑑 −𝐾𝜔𝑏 = 0, (17)

где 𝑚 — азимутальное волновое число и 𝐾 — номер баунс-гармоники (целое чис-

ло). При 𝐾 = 0 резонанс называют дрейфовым. Поскольку дрейфовая 𝜔𝑑 и баунс

𝜔𝑏 частоты зависят от энергии частицы 𝜀, условие (17) выполняется при опреде-

ленной резонансной энергии 𝜀𝑟𝑒𝑠.

Будет ли это взаимодействие приводить к перекачке энергии от альфвеновской

волны к частицам (бесстолкновительное затухание волны) или в обратном направ-

лении (неустойчивость), зависит от функции распределения частиц 𝐹 . В общем

виде выражение для инкремента неустойчивости может быть записано в виде

[Southwood, 1980] [︂
𝜕𝐹

𝜕𝜀
+
𝑚

𝜔

𝑐

𝑞𝐵𝑒𝑞𝐿

𝜕𝐹

𝜕𝐿

]︂
𝜀𝑟𝑒𝑠

> 0, (18)

где 𝐵𝑒𝑞 — значение магнитного поля на экваторе, 𝐿 — параметр МакИлвейна. По-

дробное обсуждение физической природы этого условия содержится в работах

[Huba and Drake, 1981, 1982].

Обычно рассматриваются неустойчивости двух типов. Градиентные неустойчи-

вости имеют место в случае, когда концентрация или средняя энергия частиц зави-

сят от радиальной координаты: второе слагаемое в левой части в формуле (18) по-

ложительно (предполагается, что в точке резонанса производная функции распре-

деления по энергии отрицательна, что имеет место, например, для распределения

Максвелла). Этой неустойчивости способствует азимутальная мелкомасштабность

колебаний (𝑚≫ 1). Генерация альфвеновских волн градиентной неустойчивостью

была впервые изучена в работах [Southwood et al., 1969; Southwood, 1976; Karpman

et al., 1977; Клименко и Мишин, 1980].

Чаще, однако, привлекают другой вид неустойчивости, когда имеет место немо-

нотонная зависимость функции распределения от энергии частицы: в точке резо-

нанса 𝜀𝑟𝑒𝑠 производная 𝜕𝐹/𝜕𝜀 положительна (рис. 12). Неустойчивость этого типа

может быть названа инверсной. Впервые она была рассмотрена в работе [Кораблев
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Рисунок 12. Функция распределения с инверсным участком (схематическое

изображение)

и Рудаков, 1968]. Частным примером инверсной неустойчивости является низко-

частотная пучковая неустойчивость в магнитном поле, которую впервые изучили

Ковнер [1961] и Степанов и Киценко [1961]. Инверсное распределение может быть

результатом суббуревой инжекции частиц, поскольку более энергичные частицы

быстрее достигают данной точки по азимуту, чем менее энергичные частицы, бла-

годаря чему более энергичные частицы добавляются к локальной фоновой плазме

в более высоком темпе, чем менее энергичные [Karpman et al., 1977; Glassmeier

et al., 1999]. Инверсное распределение может возникать также в стационарных

условиях из-за наличия глобального магнитосферного электрического поля, вы-

зывающего не зависящий от энергии дрейф в скрещенных полях [Chisham, 1996;

Ozeke and Mann, 2001].

На роль энергичных частиц — источников волн обычно предлагаются протоны

кольцевого тока с энергиями 10 – 100 кэВ. Действительно, почти во всех случаях

наблюдаемые азимутально-мелкомасштабные волны распространяются на запад,

в сторону дрейфа ионов. Статистические исследования показывают, что полои-

дальные волны обычно наблюдаются в магнитосфере во время начала усиления

кольцевого тока [Anderson, 1993; Yeoman et al., 2000]. Ассоциация между полои-

дальными УНЧ-волнами и инверсными распределениями была статистически под-

тверждена в цикле работ [Baddeley et al., 2002, 2004, 2005b; Wilson et al., 2006].

В работе [Baddeley et al., 2005a] было показано, что в тех случаях, когда инверс-

ные распределения наблюдались одновременно с полоидальными волнами, они
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содержали больше свободной энергии, чем в среднем. Более того, как показали

эти авторы, свободная энергия инверсных распределений, доступная для генера-

ции полоидальных волн, совпадала с волновой энергией пульсаций, в конечном

итоге поглощенной ионосферой.

В статьях [Allan et al., 1982, 1983] было показано, что во многих случаях азиму-

тальные фазовые скорости 𝜔/𝑚 полоидальных волн имеют такую же зависимость

от радиальной координаты 𝐿, как и дрейфовая скорость протонов. Далее, в ра-

боте [Fenrich and Samson, 1997] было установлено, что в ряде случаев во время

наблюдения на радаре амплитуда полоидальных волн растет со временем, что бы-

ло истолковано как свидетельство работы плазменной неустойчивости. Наконец,

в статьях [Chisham et al., 1992; Wright et al., 2001] были обнаружены гигантские

пульсации, наблюдавшиеся одновременно с тем, как в соответствующий район

магнитосферы прибыли облака энергичных протонов, инжектированных во время

суббурь.

Современные спутниковые системы (Cluster, Themis, Van Allen Probe, MMS)

делают возможным одновременное исследование волн и распределения частиц

в магнитосфере. Эти работы показывают, что, действительно, азимутально-

мелкомасштабные волны часто наблюдаются одновременно с неустойчивыми рас-

пределениями частиц. Приведем краткую сводку этих результатов (𝐾 — баунс-

гармоника, 𝑁 — продольная гармоника стоячей волны):

∙ 𝐾 = 1, 𝑁 = 2, инверсная неустойчивость: [Hughes et al., 1978, 1979; Wright

et al., 2001; Baddeley et al., 2002; Liu et al., 2013; Takahashi et al., 2018b; Wei

et al., 2019].

∙ 𝐾 = 0, 𝑁 = 1, инверсная неустойчивость: [Mager et al., 2018].

∙ 𝐾 = 0, 𝑁 = 1, градиентная неустойчивость: [Dai et al., 2013; Takahashi et al.,

2018a].
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∙ 𝐾 = 1, 𝑁 = 2, градиентная неустойчивость: [Min et al., 2017; Oimatsu et al.,

2018; Yamamoto et al., 2019; Wei et al., 2019; Rubtsov et al., 2021; Mager, 2021;

Mikhailova et al., 2022].

С точки зрения большинства ученых, все это доказывает, что полоидальные пуль-

сации с большими значениями азимутального волнового числа действительно по-

рождаются плазменными неустойчивостями высокоэнергичной компоненты кос-

мической плазмы, прежде всего, протонов.

Компрессионные буревые волны Pc5

Эти волны были впервые выделены в особую категорию в работах [Lanzerotti et al.,

1969; Barfield and McPherron, 1972]. Это азимутально-мелкомасштабные волны

(обычно азимутальное волновое число 𝑚 > 50), обычно наблюдаемые в пери-

од усиленного кольцевого тока, на главной фазе магнитных бурь. Как показывает

само название этих волн, магнитное поле у них пульсирует не только по направле-

нию, но и по модулю; это означает наличие продольной компоненты магнитного

поля волны 𝐵‖. Колебания магнитного поля сопровождаются колебаниями дав-

ления плазмы, причем давление плазмы и модуль магнитного поля колеблются

в противофазе. Это свойство называют диамагнетизмом: если в какой-то момент

магнитное поле возрастает, то плазменное давление, наоборот, убывает. Частоты

этих волн ниже альфвеновских на тех же магнитных оболочках.

Компрессионные буревые волны Pc5 не могут быть отождествлены с быстрым

магнитным звуком (БМЗ), поскольку БМЗ с 𝑚 ≫ 1 в большей части магнито-

сферы может лежать только в диапазоне Pc3. Из всех МГД-мод остается только

медленный магнитный звук (ММЗ). Характерной особенностью ММЗ является то,

что полное давление (сумма плазменного и магнитного давлений) остается неиз-

менным:

𝛿𝑃 +
𝐵𝐵‖

4𝜋
= 0 (19)

(здесь 𝛿𝑃 — вариация давления плазмы и 𝐵 — равновесное магнитное поле). Иден-

тификация компрессионных волн Pc5 с ММЗ произведена, в частности, в работах
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[Zhu and Kivelson, 1991; Klimushkin, 1998b; Leonovich et al., 2006; Du et al., 2011].

Слабым местом этой интерпретации является то, что теория ММЗ в настоящее

время развивается исключительно в рамках гидродинамики, и не совсем ясно, в

какой мере гидродинамика применима для описания горячей бесстолкновительной

плазмы, коей является плазма магнитосферы (хотя применимость МГД для опи-

сания холодной бесстолкновительной плазмы сомнений не вызывает). Вероятно,

последовательное описание волн в горячей бесстолкновительной плазме возмож-

но только в рамках кинетики.

Между тем, еще Михайловский и Фридман [1966] отметили, что в рамках ки-

нетики в горячей плазме могут существовать компрессионные моды, не имею-

щие аналога в МГД. Эти моды также отвечают диамагнитному условию (19). Это

зеркально-дрейфовая и дрейфово-компрессионная мода, о которых говорилось вы-

ше.

Начиная с работы [Lanzerotti et al., 1969] компрессионные буревые волны Pc5

нередко отождествлялись с зеркально-дрейфовыми модами. И действительно, для

нескольких случаев было показано, что при наблюдении этих волн в плазме выпол-

нялось условие зеркальной неустойчивости (9) [Rae et al., 2007; Soto-Chavez et al.,

2019; Cooper et al., 2021; Korotova and Sibeck, 2024]. Однако теория зеркально-

дрейфовой моды еще далека от завершения, и не совсем ясно, в какой мере в

нее вписываются наблюдательные данные о компрессионных волнах Pc5. Большое

влияние на условия зеркально-дрейфовой неустойчивости оказывает сцепление с

альфвеновской модой, возникающее из-за неоднородности давления поперек си-

ловых линий. Однако до сих пор рассматривались только отдельные аспекты это-

го явления [Lin and Parks, 1978; Pokhotelov et al., 1985; Woch et al., 1988], из-за

чего критерий этой неустойчивости до конца еще не ясен. Практически неиссле-

дованным остается вопрос о том, какого рода пространственные структуры могут

образовывать зеркально-дрейфовые моды.

Другой компрессионной модой, наличествующей в кинетике, но отсутствующей

в гидродинамике, является дрейфовая компрессионная мода. Для существования
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этой моды не нужно никаких особых условий, кроме конечного плазменного дав-

ления и неоднородности плазмы. Частота этой моды по порядку величины сов-

падает с частотой градиентного дрейфа. Компрессионные буревые пульсации Pc5

отождествлялись с дрейфово-компречсионной модой в работах [Crabtree and Chen,

2004; Chelpanov et al., 2016; Костарев и Магер, 2017; Rubtsov et al., 2018; Takahashi

et al., 2022; Yamamoto et al., 2024]. Теоретическое исследование дрейфовой ком-

прессионной моды в магнитосферной плазме производилось в работах [Ng et al.,

1984; Crabtree et al., 2003; Crabtree and Chen, 2004]. Однако до сих пор теория этой

моды развита сравнительно слабо. Так, практически не изучалось влияние сцепле-

ния с альфвеновской волной, которое возникает при конечной кривизне силовых

линий.

Наконец, компрессионные волны Pc5 могут отождествляться и с альфвеновски-

ми волнами. На первый взгляд, это кажется странным, поскольку у альфвеновских

волн нет продольного магнитного поля. Однако это относится только к однород-

ной плазме. В горячей плазме с кривыми силовыми линиями ситуация другая:

поскольку колебания плазмы в альфвеновских волнах происходят строго поперек

магнитного поля, кривизна силовых линий требует сжатия плазмы; сжатие плазмы

означает изменение давления, которое в соответствии с диамагнитным условием

(19) приводит к появлению продольной компоненты магнитного поля [Pokhotelov

et al., 1985; Southwood and Saunders, 1985; Сафаргалеев и Мальцев, 1986].

Частоты альфвеновских волн в горячей плазме также могут быть ниже, чем в

холодной. В 1-жидкостной МГД дисперсионное соотношение полоидальных альф-

веновских волн в горячей плазме с кривыми силовыми линиями приобретает вид

[Сафаргалеев и Мальцев, 1986; Климушкин, 1997]

𝜔2 = 𝑘2‖𝑣
2
𝐴 + 𝜂, (20)

где слагаемое 𝜂 («баллонный член») имеет вид

𝜂 =
2

𝑅

(︂
4𝜋𝑃 ′

𝐵2
+

2

𝑅

𝑣2𝑠
𝑣2𝐴

)︂
.
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Отсюда следует, что при достаточно резком уменьшения плазменного давления с

расстоянием от Земли возможна ситуация, когда 𝜂 < 0 и частота альфвеновской

волны ниже, чем в холодной плазме (𝜔 = 𝑘‖𝑣𝐴).

Низкочастотные иррегулярные пульсации Pi2

К категории Pi2 относятся, по существу, любые длиннопериодные УНЧ-волны им-

пульсивного характера. Неудивительно, что существует огромное количество сце-

нариев, каждый из которых, возможно, адекватно описывает те или иные конкрет-

ные разновидности (или конкретные случаи) пульсаций Pi2 [Keiling and Takahashi,

2011].

Большой интерес представляет предположение, что некоторые пульсации Pi2

могут быть обязаны своим появлением неустойчивостям магнитосферной плазмы

[Solovyev et al., 2000]. На роль такой неустойчивости в статье [Keiling, 2012] пред-

ложена баллонно-дрейфовая неустойчивость. Обычно баллонная неустойчивость

рассматривается как следствие модификации дисперсионного соотношения для по-

лоидальной альфвеновской моды в плазме конечного давления. В горячей плазме с

кривыми силовыми линиями это соотношение приобретает вид (20). При условии

уменьшения плазменного давления с расстоянием от Земли частота полоидальной

альфвеновской волны ниже, чем в холодной плазме. Если это уменьшение является

достаточно резким, то квадрат полоидальной частоты может стать отрицательным

(𝜔2 < 0), т. е. сама эта частота окажется чисто мнимой. Благодаря этому возникнет

решение, экспоненциально растущее со временем — баллонная неустойчивость.

При учете дрейфовых эффектов 2-жидкостной МГД у альфвеновской частоты по-

является и действительная часть [Miura et al., 1989]. В этом случае неустойчивость

называется баллонно-дрейфовой.

Однако в действительности, как показали Мазур и др. [2012], баллонная

неустойчивость развивается не на альфвеновской, а на ММЗ-ветке колебаний. Бо-

лее того, колебания горячей бесстолкновительной плазме следует рассматривать не

в гидродинамике, а в кинетике. В работе [Andrushchenko et al., 1990] было показа-
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но, что резонансное взаимодействие волна-частица приводит к появлению у бал-

лонных мод действительной части частоты. Однако попытки разработки кинетиче-

ской теории баллонной неустойчивости до сих пор не учитывали сцепление альф-

веновской и компрессионной мод [Cheng and Lui, 1998]. В работе [Crabtree et al.,

2003] некоторые пульсации Pi2 отождествлялись с дрейфово-компрессионными

модами, неустойчивость которых обусловлена резонансным взаимодействием с

высокоэнергичными протонами.



56

Глава 1

Пространственная структура и источники

азимутально-мелкомасштабных

альфвеновских волн в магнитосфере

1.1 Равновесие и система координат

Для изучения магнитосферных явлений используется ортогональная криволиней-

ная система координат {𝑥1, 𝑥2, 𝑥3} (рис. 13), где силовые линии играют роль ко-

ординатных линий 𝑥3, линии тока — координатных линий 𝑥2, и поверхности по-

стоянного давления (магнитные поверхности) являются координатными линиями

𝑥1 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. Координаты 𝑥1 и 𝑥2 играют роль радиальной и азимутальной коорди-

нат, соответственно. Компоненты метрического тензора обозначаются 𝑔𝑖. Детерми-

нант метрического тензора есть 𝑔 = 𝑔1𝑔2𝑔3.

Давление плазмы 𝑃0 считается анизотропным. Поперечные компоненты тензо-

ра давления 𝑃0⊥, продольная компнента — 𝑃0‖. Равновесное магнитное поле 𝐵0,

давление 𝑃0 и ток 𝐽0 связаны условием равновесия

∇ · 𝑃0 = (4𝜋)−1𝐽0 × 𝐵⃗0. (1.1)

Иначе его можно записать в виде

4𝜋

𝐵2
0

∇⊥𝑃0⊥ = − 1

𝐵0
∇⊥𝐵0 −

𝑛⃗

𝑅

(︂
1 +

𝛽⊥ − 𝛽‖
2

)︂
, (1.2)
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Рисунок 13. Система координат {𝑥1, 𝑥2, 𝑥3}, привязанная к силовым линиям

где 𝑛⃗ — единичный вектор, направленный по нормали к силовой линии, 𝑅 — радиус

кривизны силовой линии, 𝛽⊥ и 𝛽‖ — отношение поперечного и продольного плаз-

менного давления к магнитному. B случае плазмы низкого давления в выбранной

системе координат (1.2) сводится к виду

𝜕1 ln𝐵0 =

√
𝑔1

𝑅
(1.3)

По координате 𝑥3 плазму ограничивает высокопроводящая ионосфера. Коорди-

наты ионосферных концов силовых линий есть 𝑥3±.

В аксиально-симметричной модели магнитосферы все возмущенные величины

пропорциональны exp (−𝑖𝜔𝑡+ 𝑖𝑘2𝑥
2), где 𝜔 — частота волны и 𝑘2 — азимуталь-

ная компонента волнового вектора. Если в качестве координаты 𝑥2 используется

азимутальный угол 𝜙, то 𝑘2 = 𝑚, где 𝑚 — азимутальное волновое число.

Экспериментальному исследованию распределения равновесных параметров в

магнитосферы посвящен ряд работ, использующих данные искусственных спутни-

ков Земли [Кирпичев и Антонова, 2011; Lui et al., 1987; Lui and Hamilton, 1992;

De Michelis et al., 1997; Antonova et al., 2013, 2014, 2018].

1.2 Пространственно-временная структура и поляризация альфвеновских

волн, возбужденных кинетическими неустойчивостями

Как уже отмечалось в Введении, основным кандидатом на роль источника

азимутально-мелкомасштабных альфвеновских волн (т.е. волн с 𝑚 ≫ 1) в магни-

тосфере считаются кинетические неустойчивости, связанные с взаимодействием

волна-частица. Действительно, такие волны имеют полоидальную поляризацию,



58

то есть в их магнитном поле доминирует радиальная компонента, в электриче-

ском — азимутальная. Но обмен энергией между частицами и волнами с частотами

много меньшими гирочастоты протонов описывается уравнением Нортропа

𝜕𝜀

𝜕𝑡
= 𝑞 𝑢⃗𝑑 · 𝐸⃗⊥, (1.4)

где мы пренебрегли продольным электрическим и магнитным полем волны. В

этой формуле 𝑢⃗𝑑 — скорость дрейфа в неоднородном магнитном поле, направлен-

ная по азимуту. Следовательно, для эффективного обмена энергией между вол-

ной и частицей волна должна иметь значительное азимутальное электрическое

поле, что как раз и характерно для полоидальных волн с 𝑚 ≫ 1. Вывод о том,

что полоидальные альфвеновские волны генерируются кинетическими неустой-

чивостями, подтверждается также спутниковыми наблюдениями, о которых гово-

рилось во Введении. Напомним, что альфвеновские волны могут генерироваться

неустойчивостями двух типов: инверсными неустойчивостями, когда производная

функции распределения по энергии при резонансной энергии 𝜀𝑟𝑒𝑠 положительна,

𝜕𝐹/𝜕𝜀 > 0; и градиентными неустойчивостями, когда при резонансной энергии

𝜀𝑟𝑒𝑠 выполняется неравенство (𝑚/𝑞)(𝜕𝐹/𝜕𝐿) > 0. Общий критерий неустойчиво-

сти дается выражением (18) из Введения.

В данном разделе мы проанализируем пространственную структуру альфвенов-

ских волн, генерированных энергичными частицами.

1.2.1 Монохроматические волны.

Исходные уравнения. Линеаризованное уравнение магнитной гидродинамики,

описывающее волну с частотой 𝜔, имеет вид [Кадомцев, 1963]

−𝜌0𝜔2𝜉 +∇ · 𝑃 ′ =
1

4𝜋
rot𝐵⃗0 × rot[𝜉 × 𝐵⃗0]−

1

4𝜋
𝐵⃗0 × rot rot [𝜉 × 𝐵⃗0], (1.5)

где 𝜉 – смещение плазмы, 𝐵0 – невозмущенное магнитное поле, 𝜌0 и 𝑃0 – соответ-

ственно, равновесные плотность и давление плазмы, 𝑃 ′ – возмущение давления.

Мы предполагаем магнитосферу идеально проводящий. Тогда электрическое поле

волны направлено перпендикулярно силовым линиям (𝐸⃗ = 𝐸⃗⊥). Согласно теореме
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Гельмгольца, вектор электрического поля можно выразить в виде суммы потен-

циальной и вихревой компонент, каждая из которых выражается через некоторую

скалярную функцию:

𝐸⃗ = −∇⊥Φ +∇⊥ × 𝑒⃗‖Ψ. (1.6)

Здесь 𝑒⃗‖ = 𝐵⃗/𝐵, ∇⊥ — двухмерный оператор набла в плоскости (𝑥1, 𝑥2). В одно-

родной плазме потенциалы Φ и Ψ относятся к альфвеновской волне и магнитному

звуку, соответственно [Климушкин, 1994]. Скалярную функцию Φ часто называют

потенциалом.

В дальнейшем будем рассматривать волны с большими значениями азимуталь-

ного волнового числа 𝑘2(≡ 𝑚) и частотами в диапазоне Pc4-5. В этом случае

ролью быстрого магнитного звука (БМЗ) можно пренебречь, поскольку для БМЗ

с такими параметрами магнитосфера непрозрачна [Леонович и Мазур, 2016]. В

плазме конечного давления кривизна силовых линий приводит к сцеплению альф-

веновских волн с медленным магнитным звуком (ММЗ). Однако сцепление с ММЗ

само по себе не оказывает существенного влияния на распространение альфвенов-

ских волн, поскольку характерные частоты ММЗ значительно ниже, чем у альф-

веновской моды [Агапитов и др., 2006]. Таким образом, УНЧ-волна оказывается

представленной только альфвеновской модой, электрическое поле которой можно

выражается в виде

𝐸⃗ = 𝐸⃗⊥ = −∇⊥Φ. (1.7)

В работе предполагается, что тензор давления состоит из двух слагаемых, со-

ответствующих плотной и относительно холодной (индекс "с") и разреженной, но

горячей (индекс "h") компонентам плазмы:

𝑃 = 𝑃𝑐 + 𝑃ℎ.

Тензор 𝑃𝑐 будем находить в рамках теории двух адиабатических инвариантов, где

выполняются соотношения

𝑑

𝑑𝑡

𝑃⊥

𝜌𝐵
= 0,

𝑑

𝑑𝑡

𝑃‖𝐵
2

𝜌3
= 0,
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линеаризация которых при 𝛽 ≪ 1 и 𝑚≫ 1 дает

𝑃 ′
𝑐⊥,‖ = − 𝑐𝑘2

𝜔𝐵0

𝑔
√
𝑔2
Φ

(︂
1

√
𝑔1
𝜕1𝑃𝑐 0⊥,‖ +

2𝛾⊥,‖𝑃𝑐 0⊥,‖
𝑅

)︂
. (1.8)

Здесь обозначено: 𝑐 — скорость света, 𝛾‖ = 2 и 𝛾⊥ = 3/2 — показатели адиабаты

при движении вещества вдоль и поперек силовых линий, 𝑔𝑖 — диагональные ком-

поненты метрического тензора, 𝑔 = 𝑔1𝑔2𝑔3, 𝑅 — радиус кривизны силовой линии.

При выводе (1.8) использовано также условие вмороженности магнитного поля в

плазму

𝜉⊥ =
𝑖𝑐

𝜔

𝐸⃗ × 𝐵⃗0

𝐵2
0

и условие равновесия плазмы с 𝛽 ≪ 1 (1.3).

Компоненты тензора 𝑃 ′
ℎ выражаются через возмущенную функцию распределе-

ния частиц примеси 𝑓 ′ℎ. Сумма продольной и поперечной компонент этого тензора

есть

𝑃 ′
ℎ‖ + 𝑃 ′

ℎ⊥ =
∑︁
𝑗,𝜎

2𝜋𝑀𝑗

∞∫︁
0

𝑑𝜀

𝜀/𝐵0∫︁
0

𝑑𝜇 𝑓 ′ℎ
𝐵0

|𝑣‖|
(𝑣2‖ + 𝜇𝐵0), (1.9)

где 𝜀 = 𝑣2/2 – энергия частицы, 𝜇 = 𝑣2⊥/2𝐵0 – магнитный момент частицы, 𝑗

принимает значения 𝑗 = 𝑖, 𝑒 для ионов и электронов, 𝑀 – масса частицы,

В дальнейшем будем предполагать, что структура моды определяется в основ-

ном холодной компонентой плазмы, а ее устойчивость – горячей компонентой, т. е.

выполняются неравенства

Re𝑃 ′
𝑐 ≫ Re𝑃 ′

ℎ, Im𝑃 ′
𝑐 ≪ Im𝑃 ′

ℎ.

Тогда уравнение (1.5) можно записать в виде

𝜕1𝐿̂𝑇 (𝜔)𝜕1Φ− 𝑘22𝐿̂𝑃 (𝜔)Φ− 𝑘2𝜔

𝑐

√
𝑔

𝐵0𝑅

4𝜋𝑖
√
𝑔2

Im(𝑃 ′
ℎ‖ + 𝑃 ′

ℎ⊥) = 0, (1.10)

где

𝐿̂𝑇 (𝜔) = 𝜕3
𝑔2√
𝑔

(︂
1 +

𝛽⊥ − 𝛽‖
2

)︂
𝜕3 +

√
𝑔

𝑔1

𝜔2

𝑣2𝐴
и

𝐿̂𝑃 (𝜔) = 𝜕3
𝑔1√
𝑔

(︂
1 +

𝛽⊥ − 𝛽‖
2

)︂
𝜕3 +

√
𝑔

𝑔2

𝜔2

𝑣2𝐴

−
√
𝑔

𝑔2

4𝜋

𝑅𝐵2
0

[︂
𝜕1(𝑃0‖ + 𝑃0⊥)√

𝑔1
+

2(𝛾⊥𝑃⊥ + 𝛾‖𝑃‖)

𝑅

]︂
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– операторы, определяющие продольную структуру тороидальной и полоидальной

мод в анизотропной плазме конечного, но низкого давления (обратим внимание,

что в этих уравнениях мы опустили индекс ’𝑐’). Как обычно, альфвеновская ско-

рость обозначена 𝑣𝐴.

Вдоль силовой линии магнитосфера ограничена плотной высокопроводящей

ионосферой. На границе между магнитосферой и ионосферой из-за разрыва плот-

ности электрическое поле волны терпит разрыв. Как показано в работе [Leonovich

and Mazur, 1993], граничные условия на ионосфере записываются в виде

Φ𝑁 |𝑥3± = ∓
(︂
𝑖𝑎
𝜕Φ𝑁

𝜕𝑙

)︂
𝑥3±

, 𝑎 =
𝑐2 cos𝜒

4𝜋Σ𝑝
, (1.11)

где знаки + и - означают точки на ионосфере в разных полушариях Земли, 𝜒 — угол

между силовой линией и вертикально к ионосфере, Σ𝑝 — проинтегрированная по

высоте педерсеновская проводимость ионосферы, и 𝑑𝑙 =
√
𝑔3𝑑𝑥

3 — элемент длины

вдоль силовой линии.

Решение волнового уравнения в ВКБ-приближении по радиальной коорди-

нате. Как известно, при использовании метода ВКБ для решения обыкновен-

ных дифференциальных уравнений величина волнового вектора находится через

решение некоторого алгебраического уравнения. Леонович и Мазур, адаптировав

этот метод к решению дифференциальных уравнений в частных производных типа

(1.10), показали, что радиальная компонента волнового вектора 𝑘1𝑁 𝑁−ой про-

дольной гармоники стоячей волны определяется как собственное значение задачи

𝑘21𝑁 𝐿̂𝑇 (𝜔)𝐹𝑁 + 𝑘22𝐿̂𝑃 (𝜔)𝐹𝑁 = 0; 𝐹𝑁(𝑥
1, 𝑥3±) = 0, (1.12)

[Leonovich and Mazur, 1993], причем собственная функция этой задачи 𝐹𝑁(𝑥1, 𝑥3)

описывает продольную структуру волны. Необходимым условием применимости

ВКБ-приближения является большая величина азимутального волнового числа,

𝑚≫ 1. Достаточное условие будет указано ниже.

Величина 𝑘21 зависит от 𝜔 и 𝑥1. Вблизи некоторых магнитных оболочек, назы-

ваемых, соответственно, полоидальной 𝑥1𝑃𝑁 и тороидальной 𝑥1𝑇𝑁 поверхностями,
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𝑘1𝑁 стремится, соответственно, к нулю и к бесконечности:

𝑘21𝑁 ∝ 𝜔2 − Ω2
𝑃𝑁(𝑥

1) (1.13)

при 𝑥 ≃ 𝑥1𝑃𝑁 ,

𝑘21𝑁 ∝
[︀
Ω2
𝑇𝑁(𝑥

1)− 𝜔2
]︀−1

(1.14)

при 𝑥 ≃ 𝑥1𝑇𝑁 . Здесь Ω2
𝑃𝑁 и Ω2

𝑇𝑁 – собственные частоты операторов 𝐿̂𝑃 (𝜔) и 𝐿̂𝑇 (𝜔).

Заметим, что сингулярность на тороидальной поверхности — это и есть альфвенов-

ский резонанс.

Вблизи полоидальной и торидальной поверхностей условия применимости

ВКБ-приближения не выполняются. Как показано в [Leonovich and Mazur, 1993],

необходимым и достаточным условием применимости ВКБ-приближения является

𝑚
|𝑥1𝑃𝑁 − 𝑥1𝑇𝑁 |

𝑎
≫ 1,

где 𝑎 — характерный масштаб неоднородности магнитосферы в радиальном на-

правлении. Физически это условие означает, что между полоидальной и торидаль-

ной поверхностями укладывается большое число радиальных длин волн.

Важно отметить, что Ω2
𝑇𝑁 − Ω2

𝑃𝑁 ̸= 0 уже в холодной плазме (при 𝛽 = 0), но

при 𝑁 > 1 их разность — пренебрежимо малая в холодной плазме величина. При

𝛽 > 0 можно получить следующую оценку в продольном ВКБ-приближении:

Ω2
𝑇𝑁 − Ω2

𝑃𝑁 = −

∮︁
𝑑𝑙
𝜂𝑣𝐴
𝑅

(︂
1 +

𝛽⊥ − 𝛽‖
4

)︂
∮︁
𝑑𝑙

𝑣 𝐴

(︂
1 +

𝛽⊥ − 𝛽‖
4

)︂ , (1.15)

где интегрирование ведется вдоль силовой линии «туда и обратно», 𝑑𝑙 =
√
𝑔3𝑑𝑥

3,

величина 𝜂 определяется как

𝜂 =
4𝜋

𝐵2
0

[︂
𝜕1(𝑃0‖ + 𝑃0⊥)√

𝑔1
+

2(𝛾⊥𝑃⊥ + 𝛾‖𝑃‖)

𝑅

]︂
.

Увеличение разности Ω2
𝑇𝑁 − Ω2

𝑃𝑁 в плазме конечного давления имеет принципи-

ально важное значение для теории колебаний магнитосферной плазмы, поскольку

ширина области прозрачности волны Δ𝑁 ≡ |𝑥1𝑇𝑁 − 𝑥1𝑃𝑁 | пропорциональна этой

величине.
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Уравнение (1.12) может дать функцию Φ только в главном (по параметру 𝑘2) по-

рядке поперечного ВКБ-приближения. Для определения распределения амплитуды

по радиальной координате воспользуемся законом сохранения энергии. Введем ве-

личину

𝑤 =
1

2

∮︁ (︂
𝐵2

8𝜋
+

𝜌0
2𝐵2

0

𝑐2𝐸2

)︂
√
𝑔𝑑𝑥3, (1.16)

представляющую собой энергию альфвеновской волны, сконцентрированную

внутри силовой трубки единичного сечения по координатам 𝑥1, 𝑥2. Представим

величину Φ в виде

Φ = 𝑞𝑁(𝑥
1)𝐹𝑁(𝑥

1, 𝑥3). (1.17)

Соотношение между B и E дается уравнением Максвелла 𝑖𝜔B = −𝑐∇×E. Инте-

грируя по частям формулу (1.17) с учетом выражения (1.12), получаем

𝑤 =
𝑐2

8𝜋
𝑞2𝑁𝑢, (1.18)

где обозначено

𝑢 =

∮︁
𝑘2⊥

√
𝑔𝐴−2𝐹 2

𝑁𝑑𝑥
3. (1.19)

Здесь 𝑘2⊥ = 𝑘21𝑁/𝑔1 + 𝑘22/𝑔2 — квадрат поперечного волнового вектора.

Введем поток вектора Пойнтинга, проинтегрированный по силовой трубке:

𝑆𝑖⊥ =
1

2

∮︁
𝑠𝑖⊥

√
𝑔𝑑𝑥3, (1.20)

где s = (𝑐/4𝜋)E×B — плотность потока вектора Пойнтинга; индекс 𝑖 принимает

значения 1 и 2. После вычислений получаем:

𝑆𝑖⊥ =
𝑐2

8𝜋
𝑞2𝑁𝑢𝑣

𝑖
𝑔𝑁 = 𝑤𝑣𝑖𝑔𝑁 . (1.21)

Здесь мы ввели обозначение

𝑣𝑖𝑔𝑁 =

(︂
𝜕𝑘𝑖
𝜕𝜔

)︂−1

. (1.22)

Величина 𝑣𝑖𝑔𝑁 имеет простой физический смысл: эта 𝑖-тая компонента поперечной

групповой скорости волны. В дальнейшем нам понадобится только радиальная

компонента 𝑣1𝑔𝑁 ,

𝑣1𝑔𝑁 = −𝑘1𝑁
𝜔

1

𝑢

∮︁
𝐹𝑁 𝐿̂𝑇 (𝜔)𝐹𝑁𝑑𝑥

3. (1.23)
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Закон сохранения энергии (теорема Пойнтинга), записанный для данного слу-

чая:
𝜕𝑤

𝜕𝑡
+ ∇⃗⊥ · 𝑆⃗⊥ = 0. (1.24)

Здесь 1-е слагаемое включает и потери энергии из-за диссипации на ионосфере,

и передачу энергии волны от дрейфующих частиц. Очевидно, производная здесь

просто 𝜕𝑤/𝜕𝑡 = −2(𝛾𝑁 − 𝛿𝑁)𝑤, где 𝛾𝑁 — инкремент неустойчивости из-за вза-

имодействия с частицами, и 𝛿𝑁 — декремент затухания из-за взаимодействия с

ионосферой. Далее получаем следующее уравнение:

𝜕1(𝑞
2
𝑁𝑢𝑣

1
𝑔𝑁) = 2𝑞2𝑁𝑢(𝛾𝑁 − 𝛿𝑁). (1.25)

Решение этого уравнения есть

𝑞𝑁 = 𝐶(𝑢𝑣1𝑔𝑁)
1/2 exp

(︃
−
∫︁
𝛿𝑁 − 𝛾𝑁
𝑣1𝑔𝑁

𝑑𝑥1

)︃
, (1.26)

где 𝐶 — постоянная интегрирования.

Величина 𝛾𝑁 может быть представлена в виде поправки к радиальной компонен-

те волнового вектора 𝑘1. Из уравнения (1.10) получаем величину этой поправки:

𝛾𝑁 =
𝑘2𝜔

𝑐

2𝜋

𝑢

∮︁
𝐹𝑁
𝐵0𝑅

√
𝑔

√
𝑔2
Im(𝑃‖ℎ + 𝑃⊥ℎ)𝑑𝑥

3. (1.27)

Декремент находится из граничных условий на ионосфере (1.11):

𝛿𝑁 =
1

𝑢𝜔2

∑︁
𝑗=𝑥3±

[︃
𝑎
√
𝑔1𝑔2𝑘

2
⊥

(︂
𝜕𝐹𝑁
𝜕𝑙

)︂2
]︃
𝑗

. (1.28)

Теперь мы окончательно получаем решение уравнения (1.10), ограниченное вне

области прозрачности волны, с учетом затухания и неустойчивости:

Φ =
𝐶𝐹𝑁√︁
𝑢̄𝑣1𝑔𝑁

exp

⎡⎢⎣𝑖 𝑥1∫︁
𝑥1𝑃𝑁

𝑘1𝑁(𝑥
1′)d𝑥1

′ −
𝑥1∫︁

𝑥1𝑃𝑁

𝛿𝑁 − 𝛾𝑁
𝑣1𝑔𝑁

d𝑥1
′

⎤⎥⎦ . (1.29)

Это выражение показывает, что волна распространяется поперек магнитных обо-

лочек от 𝑥1𝑃𝑁 до 𝑥1𝑇𝑁 , при этом ее поляризация меняется от полоидальной до

тороидальной.
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Для выяснения структуры моды необходимо знать вид функций 𝛿𝑁(𝑥1) и 𝛾𝑁(𝑥1).

Что касается первой из них, то 𝛿𝑁(𝑥1) ≃ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. Зависимость 𝛾𝑁(𝑥1) можно уяснить

из выражения для инкремента неустойчивости волны

𝛾𝑁 =
∞∑︁

𝑠=−∞
𝛾𝑁𝑠 ,

𝛾𝑁𝑠 = 2𝐵3
0

√
𝑔
2𝜋

𝑐2
1

𝑢̄

∑︁
𝑒, 𝑖

𝑒2

𝑀

∫︁
𝑑𝜇 𝑑𝜀

(︁
1− 𝜔*

𝜔

)︁ 𝜕𝑓
𝜕𝜀

×

×𝜔𝑏𝛿(𝜔 − 𝜔̄𝑑 − 𝑠𝜔𝑏)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝑏∫︁

𝑎

𝜔𝑑𝐽0𝐹𝑁⃒⃒
𝑣‖
⃒⃒ cos 𝐼 𝑙𝑎 𝑑𝑙

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
2

. (1.30)

Здесь введены следующие обозначения: 𝑓 – равновесная функция распределения

частиц, 𝜔𝑏 – баунс-частота высокоэнергичных частиц, 𝜔̄𝑑 – усредненная по баунс-

периоду частота дрейфа частиц в неоднородном магнитном поле, 𝜔* – частота

диамагнитного дрейфа, 𝐵3
0 – контравариантная компонента геомагнитного поля,

𝐼 𝑙𝑎 =
𝑏∫︀
𝑎

𝑑𝑙|𝑣‖|−1(𝜔 − 𝜔𝑑 ), где 𝑎 и 𝑏 – продольные координаты точек отражения

частицы в геомагнитной ловушке. Выражение (1.30) получается как следствие ре-

шения уравнения Власова, осуществляемого либо интегрированием по невозму-

щенным траекториям, либо с помощью гирокинетики (оба способа дают один и

тот же результат); мы не будем приводить соответствующие выкладки, поскольку

они хорошо известны (например, формула (1.30) совпадает с выражением (3.26) из

статьи [Karpman et al., 1977], записанной в других переменных).

Отметим, что произведение 𝑘⊥𝐹𝑁 пропорционально электрическому полю вол-

ны, так что величина 𝑢 ведет себя как азимутальная компонента электрического

поля волны 𝐸2. Соответственно, инкремент неустойчивости максимален вблизи

полоидальной поверхности и обращается в нуль при приближении к тороидаль-

ной поверхности, 𝑥1 → 𝑥1𝑇𝑁 :

𝛾𝑁 ∝ (𝑥1 − 𝑥1𝑇𝑁).

Это означает, что мнимая добавка к радиальной компоненте волнового вектора

вблизи тороидальной поверхности определяется только диссипацией энергии на
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ионосфере, т.е. энергия волны полностью поглощается на тороидальной поверхно-

сти.

Сильная зависимость инкремента от радиальной координаты вызвана двумя

факторами. Во-первых, эффективная передача энергии от частиц волнам возмож-

на только в присутствии большой азимутальной компоненты электрического поля

волны; во-вторых, этот компонент электрического поля волны убывает при про-

хождении волны от полоидальной поверхности до тороидальной. Действительно,

за единичное время ион передает волне энергию 𝑢⃗𝑑 · 𝐸⃗ (в расчете на единицу

заряда), и дрейф происходит в азимутальном направлении.

Убывание инкремента до нуля на тороидальной поверхности означает, что мни-

мая добавка к радиальной компоненте волнового вектора вблизи тороидальной

поверхности определяется только диссипацией энергии на ионосфере, т.е. энергия

волны на тороидальной поверхности полностью поглощается.

Анализ решения. Рассмотрим некоторые выводы из решения (1.29)). Прежде

всего отметим, что инкремент максимален нa поверхности 𝑥1𝑃𝑁 , где колебания

имеют полоидальный характер. Это привело многих авторов к выводу о том, что

наиболее усиленными должны быть радиально-поляризованные пульсации. Одна-

ко в действительности ситуация несколько иная: поскольку колебания усиливают-

ся по мере распространения от полоидальной к тороидальной поверхности (со-

провождающегося изменением поляризации от радиальной до азимутальной), при

росте отношения 𝛾𝑁/𝛿𝑁 (где 𝛾𝑁 ≡ 𝛾𝑁(𝑥
1
𝑃𝑁)) максимум амплитуды смещается к

тороидальной поверхности, т.е. при больших значениях этого отношения наиболее

усиленными оказываются колебания, имеющие не полоидальную, а тороидальную

поляризацию!

Этот качественный вывод можно проиллюстрировать на примере простой мо-

дели, которая качественно передает все основные особенности волны. Радиальная

компонента волнового вектора в этой модели определяется по формуле, осуществ-
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ляющей сшивку выражений (1.13) и (1.14)

𝑘21𝑁 =

(︂
𝑔1𝑒
𝑔2𝑒

)︂
𝑘22

𝜔2 − Ω2
𝑃𝑁(𝑥

1)

Ω2
𝑇𝑁(𝑥

1)− 𝜔2
, (1.31)

где 𝑔1𝑒, 𝑔2𝑒 – значение компонент метрического тензора на экваторе. Радиальная

групповая скорость волны в этой модели есть

𝑣1𝑔𝑁 =

(︂
𝑔1𝑒
𝑔2𝑒

)︂
(𝜔2 − Ω2

𝑃𝑁)
1/2(Ω2

𝑇𝑁 − 𝜔2)3/2

2𝜔𝑘2(Ω2
𝑇𝑁 − Ω2

𝑃𝑁)
. (1.32)

Функции Ω𝑃𝑁(𝑥
1) и Ω𝑇𝑁(𝑥

1) аппроксимируются линейными зависимостями

Ω𝑇𝑁(𝑥
1) = Ω0

(︂
1− 𝑥1

𝑙

)︂
(1.33)

и

Ω𝑃𝑁(𝑥
1) = Ω0

(︂
1− 𝑥1 +Δ𝑁

𝑙

)︂
, (1.34)

где Δ𝑁 — расстояние между тороидальной и полоидальной поверхностями. Отсю-

да мы получаем выражение для координаты тороидальной поверхности как реше-

ние уравнения 𝜔 = Ω𝑃𝑁(𝑥
1):

𝑥1𝑇𝑁(𝜔) = 𝑙

(︂
1− 𝜔

Ω0

)︂
. (1.35)

Инкремент в этой модели ведет себя как

𝛾𝑁(𝑥
1) = 𝛾𝑁

𝑥1𝑇𝑁 − 𝑥1

Δ𝑁
. (1.36)

Подставляя это выражение в (1.29), получаем выражение для Φ(𝑥1):

Φ=𝐶

(︂
2𝐿

𝜔
𝑘2Δ𝑁

)︂1/2(︀
𝑥1 − 𝑥1𝑃𝑁

)︀−1/4(︀
𝑥1𝑇𝑁 − 𝑥1

)︀−3/4

· exp

⎡⎣−𝜅1
√︃
𝑥1 − 𝑥1𝑃𝑁
𝑥1𝑇𝑁 − 𝑥1

+ 𝜅2 arcsin

√︃
𝑥1 − 𝑥1𝑃𝑁

Δ𝑁

⎤⎦
· cos

⎡⎣𝑘2Δ𝑁

⎛⎝arcsin

√︃
𝑥1 − 𝑥1𝑃𝑁

𝐿

−
√︀
(𝑥1 − 𝑥1𝑃𝑁) (𝑥

1
𝑇𝑁 − 𝑥1)

Δ𝑁

)︃]︃
. (1.37)

Величины 𝜅1 = 4𝑘2𝑙𝑁𝛿𝑁/𝜔 and 𝜅2 = 4𝑘2𝑙𝑁𝛾𝑁/𝜔 обозначают обезразмеренные

декремент и инкремент.
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Рисунок 14. Структура волны (сплошная линия) и амплитуда (пунктир) для

случая 𝜅1 = 1.2, 𝜅2 = 3.0. Радиальная координата нормирована таким образом,

что 𝑥1𝑃𝑁 = 0 и разность 𝑥1𝑇𝑁 − 𝑥1𝑃𝑁 нормирована на единицу. Величина 𝑥10

означает координату максимума амплитуды волны. Показано также положение

минимума амплитуды

Пример структуры волны, вычисленный на основе этой модели, показан на рис.

14. Максимум амплитуды имеет координату 𝑥10. Зависимость координаты макси-

мума от обезразмеренного инкремента 𝜅2 при различных значениях обезразмерен-

ного декремента 𝜅1 показано на рисунке 15 (заметим, что верхняя часть каждой

из кривых на этом графике соответствует максимуму, а нижняя — минимуму ам-

плитуды). Из этого рисунка видно, что при увеличении инкремента максимум ам-

плитуды смещается в сторону тороидальной поверхности. Это подтверждает, что

наиболее усиленными неустойчивостью оказываются колебания имеющие торои-

дальную поляризацию.

Полная волновая энергия в области прозрачности также зависит от 𝜅1 и 𝜅2.

Проследим зависимость полной волновой энергии в области прозрачности от этих

величин. Для этого введем интегральный коэффициент усиления

𝜃 =

2𝜋∫︀
0

d𝑥2
𝑥1𝑇𝑁∫︀
𝑥1𝑃𝑁

d𝑥1𝑢̄

2𝜋∫︀
0

d𝑥2
𝑥1𝑇𝑁∫︀
𝑥1𝑃𝑁

d𝑥1𝑢̄0

,
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Рисунок 15. Зависимость координаты экстремума амплитуды волны 𝑥10 от 𝜅2 при

разных значениях 𝜅1. Радиальная координата выбрана таким образом, чтобы

𝑥1𝑃𝑁 = 𝑥1𝑇𝑁 = 0. Верхняя половина каждой кривой соответствует максимуму

амплитуды волны, нижняя – минимуму амплитуды

где величина 𝑢̄ – энергия, заключенная в силовой трубке единичного сечения, 𝑢̄0

– та же величина при отсутствии неустойчивости, но при наличии затухания. За-

висимости 𝜃(𝜅2) при разных значениях 𝜅1 показаны на рис. 16. Из этого рисунка

видно, что при малой диссипации полная энергия может усилиться на много по-

рядков, тогда как при большом затухании – только в несколько раз. Такая сильная

зависимость коэффициента усиления от диссипации может показаться странной,

поскольку, на первый взгляд, затухание в числителе и знаменателе должно, грубо

говоря, сокращаться. В действительности ничего удивительного в этом нет, по-

скольку при 𝜅1 ≫ 1 затухание и неустойчивость работают в разных частях обла-

сти прозрачности: при 𝜅1 ≫ 1 района тороидальной поверхности достигает только

экспоненциально малый «хвост» осцилляции; именно этот «хвост» и усиливается

в результате взаимодействия с группой быстрых частиц. В итоге усиление оказы-

вается сравнительно незначительным.

Представляет интерес также вопрос о том, как зависит темп усиления волны от

давления. Как видно из (1.30), сам по себе инкремент от этой величины не зависит.

Однако от нее зависит ширина области прозрачности Δ𝑁 , которая определяется
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Рисунок 16. Зависимость интегрального коэффициента усиления волны 𝜃 от

параметра 𝜅2 при разных значениях 𝜅1

разностью Ω2
𝑇𝑁−Ω2

𝑃𝑁 , зависящей от 𝛽 согласно формуле (1.15). Но Δ𝑁 определяет

также полное количество энергии, закачанной баунс-дрейфовой неустойчивостью

в область прозрачности. Для оценки этого эффекта воспользуемся моделью (1.31),

в которой радиальная групповая скорость дается выражением (1.32). Из этого вы-

ражения видно, что при увеличении ширины области прозрачности одновременно

увеличивается групповая скорость волны и в итоге, как это следует из (1.29), темп

усиления волны остается неизменным.

Как видно из (1.37), интегральный инкремент есть

exp

𝑥1𝑇𝑁∫︁
𝑥1𝑃𝑁

𝛾𝑁
𝑣1𝑔𝑁

𝑑𝑥1 = 𝑒𝜋𝜅2. (1.38)

Отсюда видно, что увеличение ширины области прозрачности не приводит к уве-

личению амплитуды волны. Другими словами, полная энергия, закачанная в об-

ласть прозрачности, не зависит от давления плотной компоненты плазмы.

О величине 𝐶, отражающей деятельность источника колебаний в формуле

(1.37), следует сказать отдельно. Обычно считается, что источником пульсаций

c 𝑚 ≫ 1 являются микронеустойчивости космической плазмы. Однако неустой-
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чивость правильнее рассматривать не как источник волны, а как механизм ее уси-

ления. Для приведения этого механизма в действие уже нужна какая-то затравоч-

ная амплитуда. Волна, возбуждаемая сторонним источником, распространяется по

магнитосфере, попутно теряя энергию из-за конечной проводимости ионосферы и,

если 𝛾𝑁 > 0, приобретая энергию из-за баунс-дрейфового резонанса. Именно так

следует трактовать соотношение (1.29). К этому следует добавить, что, если ис-

точник распределен более-менее широко по радиальной координате, наибольшее

влияние на амплитуду он оказывает вблизи полоидальной поверхности, которую,

таким образом, можно рассматривать как магнитную оболочку, на которой про-

исходит возбуждение волны с частотой 𝜔 и волновым числом 𝑚 [Leonovich and

Mazur, 1993]. Заметим также, что, с формальной математической точки зрения,

решение для Φ, ограниченное по радиальной координате, возможно только при

учете источника, который появляется как неоднородность (правая часть) волно-

вого уравнения. Роль источника могут играют сторонние токи в ионосфере или

магнитосфере.

1.2.2 Внезапный импульс

В ряде более ранних работ было рассмотрено возбуждение альфвеновских волн

импульсным источником вида 𝑞(𝑡) = 𝛿(𝑡), т.е. таким источником, который включа-

ется в момент времени 𝑡 = 0 и тут же выключается [Radoski, 1974; Крылов и др.,

1981; Mann and Wright, 1995; Leonovich and Mazur, 1998; Antonova et al., 2000]. Бы-

ло показано, что в этом случае имеет место трансформация альфвеновских волн

из полоидальных в тороидальные, вызванное разбеганием по фазам. Однако в этих

работах не учитывалась возможность неустойчивости, связанной с обменом энер-

гией с частицами. Рассмотрим этот вопрос.

В присутствии поляризационного расщепления спектра потенциал альфвенов-

ской волны описывается уравнением

𝜕

𝜕𝑥
[𝑥− 𝑥𝑇𝑁 + 𝑖𝑎 (𝛿 − 𝛾)]

𝜕 Φ(𝑥, 𝜔)

𝜕𝑥
−𝐾2 [𝑥− 𝑥𝑃𝑁 + 𝑖𝑎 (𝛿 − 𝛾)] Φ(𝑥, 𝜔) = 𝑞

(1.39)
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[Leonovich and Mazur, 1997; Klimushkin et al., 2004]. Здесь 𝑞 — источник волны. От-

метим, что кривизна силовых линий учитывается здесь благодаря несовпадению

тороидальной и полоидальной поверхностей: 𝑥𝑇𝑁 ̸= 𝑥𝑃𝑁 . Поскольку мы рассмат-

ривает волны с 𝑚 ≫ 1, ролью БМЗ можно пренебречь. Фактически, УНЧ-волна

представлена лишь альфвеновской модой. В этом случае в качестве граничных

условий можно принять ограниченность решения по радиальной координате:

|Φ(𝑥→ ±∞)| <∞. (1.40)

Как мы видели в предыдущем разделе, при данной частоте волны инкремент

неустойчивости альфвеновской волны максимален на полоидальной поверхности

и стремится к нулю на полоидальной:

𝛾 = 𝛾
𝑥𝑇𝑁 − 𝑥

Δ𝑁
. (1.41)

Решение уравнения (1.39) представляется в интегральном виде:

Φ(𝑥, 𝜔) =
𝑖𝑞

𝐾

∫︁ ∞

0

𝑑𝑘√
𝑘2 +𝐾2

(1.42)

× exp

[︂
𝑖𝑘(𝑥− 𝑥𝑇𝑁) + 𝑖𝐾Δ𝑁 arctan

𝑘

𝐾
− 𝑎𝑘𝛿 +𝐾𝑎𝛾 arctan

𝑘

𝐾

]︂
.

При изучении нестационарных процессов следует произвести фурье-

интегрирование по частоте:

Φ(𝑥, 𝑡) =

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝜔𝑒−𝑖𝜔𝑡Φ(𝑥, 𝜔). (1.43)

Если импульсный источник имеет вид дельта-функции по времени, его спектр да-

ется соотношением

𝑞(𝜔) = −𝑖. (1.44)

Подставим это выражение в формулу (1.43), получившееся выражение — в форму-

лу (1.42). Произведем смену порядка интегрирования:

Φ(𝑥, 𝜔) =

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝜔𝑒−𝑖𝜔𝑡

𝑖𝑞

𝐾

∫︁ ∞

0
𝑑𝑘𝐹 (𝑘)𝑒−𝑖𝑘𝑥𝑇𝑁 (𝜔) (1.45)

=
1

𝐾

∫︁ ∞

0
𝑑𝑘𝐹 (𝑘)𝑒−𝑖𝑘𝑙

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝜔𝑒−𝑖𝜔𝑡+𝑖𝜔𝑘𝑙/Ω0.
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Внутренний интеграл при этом окажется интегральным представлением 𝛿-

функции, что позволяет снять интегрирование по переменной 𝑘. В итоге получа-

ем следующее выражение, определяющее пространственно-временную эволюцию

возмущения:

Φ(𝑥, 𝑡) = − 2𝜋

𝐾2

Θ(𝑡)√︀
1 + (𝑡/𝜏)2

(1.46)

× exp

[︂
−𝑖Ω𝑇𝑁(𝑥)𝑡+ 𝑖𝐾 arctan

𝑡

𝜏
− 𝑎𝐾𝛿

𝑡

𝜏
+ 𝑎𝛾𝐾 arctan

𝑡

𝜏

]︂
.

Здесь обозначено

𝜏 =
𝑙𝐾

Ω0
; (1.47)

Θ(𝑡) — ступенчатая функция Хевисайда, обозначающая отсутствие возмущения до

включения источника (при 𝑡 < 0). Величина 𝜏 имеет смысл характерного времени

трансформации волны. По порядку величины 𝜏 ∼ 𝑚/Ω𝑇𝑁 .

Для времени непосредственно после импульса, при 0 < 𝑡 ≪ 𝜏 , формула (1.46)

приближенно представляется в виде

Φ(𝑥, 𝑡) = − 2𝜋

𝐾2
exp

[︂
−𝑖Ω𝑃𝑁(𝑥)𝑡−

𝑎Ω0

𝑙
(𝛿 − 𝛾)𝑡

]︂
, (1.48)

где для полоидальной частоты Ω𝑃𝑁 использовано выражение (1.34).

Существенно после включения источника (𝑡 ≫ 𝜏 ) решение (1.46) сводится к

виду

Φ(𝑥, 𝑡) = − 2𝜋

𝐾2

𝜏

𝑡
exp

[︂
−𝑖Ω𝑇𝑁(𝑥)𝑡− 𝑎𝛿

Ω0𝑡

𝑙
+ 𝑖𝐾Δ𝑁

𝜋

2
+ 𝑎𝛾𝐾

𝜋

2

]︂
. (1.49)

Частота зависит от радиальной координаты, что позволяет говорить о независимых

колебаниях силовых линий на разных магнитных оболочках. Как видно из сравне-

ния (1.48) и (1.49), частота волны меняется со временем от полоидальной Ω𝑃𝑁 до

тороидальной Ω𝑇𝑁 [Leonovich and Mazur, 1998]. Колебания можно рассматривать

как квазимонохроматические, если характеристическое время изменения частоты

намного превосходит период колебания 2𝜋/𝜔 (в качестве частоты 𝜔 можно при-

нять и Ω𝑃𝑁 , и Ω𝑇𝑁 , поскольку различаются они несильно). Таким образом, должно

выполняться условие

|𝐾| ≫ 2𝜋

Ω𝑇𝑁

⃒⃒⃒⃒
𝜕 Ω𝑇𝑁

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
.
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Это условие выполняется для колебаний с 𝑚≫ 1.

Роль азимутальной компоненты волнового вектора играет пространственная

производная фазы колебания:

𝑘𝑥 =

⃒⃒⃒⃒
𝜕 Ω𝑇𝑁

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑡.

Как видим, сразу после импульса колебание имеет полоидальную поляризацию,

поскольку 𝑘𝑥 ≪ 𝐾. Через характерное время 𝜏 поляризация меняется на торо-

идальную (𝑘𝑥 ≫ 𝐾). Эта трансформация является проявлением разбегания по

фазам: если каждая магнитная оболочка колеблется со своей собственной часто-

той и источник в достаточно широко распределен поперек магнитных оболочек, а

в начальный момент все оболочки имеют одну и ту же фазу, то из-за разности ча-

стот колебаний на разных оболочках каждая из них будет иметь свою собственную

фазу.

Если неустойчивость и диссипация слабы, то амплитуда азимутальной компо-

ненты электрического поля волны 𝐸𝑎 = −𝑖𝐾Φ постепенно убывает как 𝐸𝑎 ∝ 𝑡−1,

в то время как амплитуда радиальной компоненты 𝐸𝑟 = −𝜕 Φ/𝜕𝑥 постепенно рас-

тет, стремясь к некоторой постоянной величине. Как видно непосредственно из

(1.46), амплитуда модуля электрического поля 𝐸 =
√︀
|𝐸𝑎|2 + |𝐸𝑟|2 остается посто-

янной.

Рассмотрим вклад неустойчивости в эту картину. Как видно из (1.46), рост ам-

плитуды волны из-за неустойчивости описывается фактором

|𝐸| ∝ exp

[︂
−𝑎𝐾𝛿 𝑡

𝜏
+ 𝑎𝛾𝐾 arctan

𝑡

𝜏

]︂
. (1.50)

График этой функции для разных значений инкремента приведен на рис. 17. Если

диссипация превосходит неустойчивость (𝛾 < 𝛿), то вполне ожидаемым образом

волна затухает с самого начала. Если неустойчивость сильнее диссипации (𝛾 > 𝛿),

то сначала амплитуда волны растет, затем убывает. Момент достижения максимума

амплитуды волны 𝑡𝑚 определяется как

𝑡𝑚 = 𝜏

√︂
𝛾

𝛿
− 1. (1.51)
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Рисунок 17. Зависимость логарифма амплитуды волны |𝐸| от времени при разных

отношениях 𝛾/𝛿 (указано около кривых). По вертикальной оси — условные

единицы (логарифмический масштаб), время 𝑡 нормировано на величину 𝜏 .

Построение выполнено для 𝑚 = 50, 𝛿/Ω𝑇𝑁 = 0.1. Вертикальная прямая

разделяет области преимущественно полоидальной (слева от нее) и тороидальной

поляризации волны

Если 𝑡𝑚 > 𝜏 , в момент достижения максимума амплитуды волна будет иметь при-

ближенно тороидальную поляризацию. Чем более неустойчивость превосходит за-

тухание, тем большим будет преобладание тороидальной компоненты над поло-

идальной. Таким образом, как и для монохроматических волн, для импульсно-

генерированных пульсаций сильная неустойчивость способствует тороидальной

поляризации. Лишь только если инкремент 𝛾 не более чем вдвое превосходит

декремент 𝛿, волна в момент максимальной амплитуды будет иметь приближен-

но полоидальную поляризацию. Но в этом случае неустойчивость сравнительно

слабо скажется на амплитуде волны.
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Кроме того, из (1.51) видно, что при 𝑡 ≫ 𝜏 неустойчивость стабилизируется.

Это объясняется тем, что из-за разбегания по фазам электрическое поле волны

постепенно становится радиальным, но дрейфующие частицы способны взаимо-

действовать с волной только благодаря азимутальному электрическому полю. Та-

ким образом, существует механизм стабилизации неустойчивости, связанный не

с квазилинейной эволюцией функции распределения, как обычно считается, а с

эволюцией самой волны.

Полное увеличение амплитуды волны из-за неустойчивости (по сравнению со

случаем, когда неустойчивость отсутствует, но диссипация все же присутствует)

дается соотношением

Γ = exp (𝑎𝛾𝐾𝜋/2),

т.е. благодаря неустойчивости окончательная амплитуда в Γ раз больше, чем была

бы без неустойчивости. По порядку величины этот фактор (коэффициент усиле-

ния) составляет

Γ ∼ exp (𝛾𝑚/Ω𝑇𝑁). (1.52)

Например, если 𝛾/Ω𝑇𝑁 = 0.1 и 𝑚 = 100, то Γ ∼ 2 · 104.

1.2.3 В каких случаях возможна генерация полоидальных альфвеновских волн неустой-

чивостями?

Таким образом, и в случае монохроматической, и в случае импульсно-

генерированной волны неустойчивость в конечном итоге порождает тороидальную

волну. По-видимому, единственный способ избавиться от этого вывода, это предпо-

ложить, что в большинстве случаев полоидальные альфвеновские волны замкнуты

в резонатор поперек магнитных оболочек. В этом случае волны не распространя-

ются поперек магнитных оболочек и обладают дискретным спектром [Vetoulis and

Chen, 1994; Leonovich and Mazur, 1995b; Klimushkin, 1998a; Черемных и др., 2016].

Поперечный резонатор для альфвеновской волны может существовать в районе

кольцевого тока (на минимуме полоидальной частоты) и в районе внешней кромки

плазмопаузы (на максимуме полоидальной частоты).
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Для полоидальных альфвеновских волн в поперечном резонаторе характерны

следующие свойства:

1. Сильная локализация поперек силовых линий;

2. Независимость частоты от магнитной оболочки (частота характеризуют резо-

натор как целое);

3. Амплитудная модуляция, возникающая при сложении нескольких собственных

гармоник резонатора [Yeoman et al., 2012; Mager and Klimushkin, 2013].

Приведем некоторые наблюдательные данные, указывающие, что наблюдаемые

полоидальные волны действительно могут быть связаны с поперечными резонато-

рами

Во-первых, трансформация полоидальных пульсаций в тороидальные, являю-

щаяся характерной особенностью альфвеновских мод с непрерывным спектром,

была отмечена только в небольшом количестве случаев [Leonovich et al., 2015;

Sarris et al., 2009; Zolotukhina et al., 2008; Takahashi et al., 2018a; Wei et al., 2019].

Однако если большинство наблюдаемых полоидальных пульсаций являются мо-

дами с дискретным спектром, замкнутыми в резонатор, то частота не зависит от

L-оболочки и трансформация не обязана происходить. Для таких мод более ха-

рактерна амплитудная модуляция, обусловленная суперпозицией поперечных мод

с различными радиальными гармониками.

Амплитудная модуляция наблюдается у гигантских пульсаций (Pg) — единствен-

ной разновидности азимутально-мелкомасштабных альфвеновских волн (𝑚 ∼ 20),

регистрируемых на поверхности Земли. Исследования с помощью наземных маг-

нитометров выявили сильную локализацию этих волн поперек магнитных оболо-

чек. В проекции на земную поверхность, область их локализации составляет 200-

300 км в направлении север-юг, что составляет примерно 1𝑅𝐸 в магнитосфере

[Green, 1979; Glassmeier, 1980; Клейменова и др., 1990; Chisham et al., 1992]. При

этом частота гигантских пульсаций не зависит от магнитной широты [Takahashi

et al., 2011]. Как показано в работе [Chisham et al., 1997], широтный профиль ги-
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гантских пульсаций описывается функцией Гаусса. Все эти факты позволяют пред-

положить, что гигантские пульсации являются собственными модами резонатора

на внешней кромке плазмопаузы [Mager and Klimushkin, 2013].

Полоидальные волны с 𝑚 ∼ 50 − 150 и сильной локализацией поперк магнит-

ных оболочек в районе внешней кромки плазмопаузы часто регистрируются также

с помощью спутников [Hughes et al., 1977; Singer et al., 1982; Cramm et al., 2000;

Schäfer et al., 2007, 2008; Liu et al., 2011; Chi and Le, 2015; Dai et al., 2015] и радаров

[Fenrich and Samson, 1997; Fenrich et al., 1995]. В работе [Takahashi and Anderson,

1992] показано наличие заметного повышения интенсивности полоидальных волн

вблизи плазмопаузы по данным спутника AMPTE/CCE. Во всех этих случаях мас-

штаб локализации поперек магнитных оболочек чуть меньше 1𝑅𝐸 . Отсюда можно

заключить, что резонатор в районе плазмопаузы является довольно распространен-

ным явлением.

Вместе с тем, в некоторых случаях наблюдались полоидальные волны с пе-

риодом, независящим от L-оболочки, локализованные на резких неоднородно-

стях плотности вне плазмосферы [Engebretson et al., 1992; Liu et al., 2013] и

в районе кольцевого тока [Denton et al., 2003; Yeoman et al., 2012]. В работе

[Yeoman et al., 2012] с помощью радаров системы SuperDARN изучена пульса-

ция, пространственно-временное поведение которой совпадает с предсказаниями

теории резонатора для импульсно-возбужденных мод. В работе [Mager et al., 2018]

была изучена полоидальная альфвеновская волна на внешней кромке плазмопаузы

с несколькими максимумами в спектре, примерно соответствующими собственным

гармоникам резонатора.

Таким образом, можно сделать вывод, что значительная часть полоидально-

поляризованных пульсаций в магнитосфере представляет собой колебания с дис-

кретным спектром, являющиеся модами альфвеновского резонатора. Именно в

этом случае неустойчивость сможет породить альвеновскую волну с преимуще-

ственно полоидальной поляризацией.
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1.3 Импульсное возбуждение альфвеновских волн

Случай дельта-образного импульса, широко распределенного по L-оболочкам, опи-

санного в разделе 1.2.2, является весьма идеализированным. В данном разделе мы

рассмотрим два других случая импульсной генерации альфвеновских волн: им-

пульс имеет конечную длительность, но широко распределен по L-оболочкам, и

импульс является дельта-образным, но сконцентрированным на одной L-оболочке.

1.3.1 Импульсный источник конечной длительности

Монохроматический и импульсный источники в некотором смысле являются про-

тивоположными друг другу: первый из них является 𝛿-функцией по частоте, вто-

рой — 𝛿-функцией по времени. Оба они вряд ли могут быть рассмотрены как

достаточно реалистичные. Процессы возбуждения волн в магнитосфере должны

быть нестационарными, но иметь конечную длительность. Источник такого ти-

па был рассмотрен ранее в работах [Southwood and Kivelson, 1990; Wright, 1992].

Однако там не принималось во внимание поляризационное расщепление спектра,

поэтому их результаты нельзя применять для азимутально-мелкомасштабных волн

в дипольно-подобной магнитосфере.

Рассмотрим квазимонохроматический источник с частотой 𝜔0, включающийся в

момент времени 𝑡 = 0 и выключающийся через промежуток времени 𝑇 :

𝑞(𝑡) = 𝑞0 𝑒
−𝑖𝜔0𝑡Θ(𝑡)Θ(𝑇 − 𝑡), (1.53)

спектр которого

𝑞(𝜔) = 𝑞0

∫︁ 𝑇

0
𝑒𝑖(𝜔−𝜔0)𝑡𝑑𝑡 (1.54)

или

𝑞(𝜔) = 𝑞0
𝑒𝑖(𝜔−𝜔0)𝑇 − 1

𝑖(𝜔 − 𝜔0)
. (1.55)

Желая изучить переход к монохроматическому режиму, мы будем полагать период

времени 𝑇 достаточно большим, так что 𝜔0𝑇 ≫ 1.
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Подставляя выражение (1.54) в формулу (1.42) и получившееся выражение — в

формулу (1.43), получаем:

Φ(𝑥, 𝑡) =
𝑖𝑞0
𝐾

∫︁ ∞

0
𝑑𝑘 𝐹 (𝑘)

∫︁ 𝑇

0
𝑑𝑡′ exp(−𝑖𝜔0𝑡

′)𝛿

[︂
𝑡′ −

(︂
𝑡− 𝑘𝑙

Ω0

)︂]︂
,

или

Φ(𝑥, 𝑡) =
𝑖𝑞0
𝐾

exp(−𝑖𝜔0𝑡)

𝑡Ω0/𝑙∫︁
0

𝑑𝑘 𝐹 (𝑘) (1.56)

при 0 < 𝑡 < 𝑇 и

Φ(𝑥, 𝑡) =
𝑖𝑞0
𝐾

exp(−𝑖𝜔0𝑡)

𝑡Ω0/𝑙∫︁
(𝑡−𝑇 )Ω0/𝑙

𝑑𝑘 𝐹 (𝑘) (1.57)

при 𝑡 > 𝑇 .

Рассмотрим процесс включения источника (𝑡 < 𝑇 ). Введем новую переменную

𝜂 = 𝑡/𝜏,

где 𝜏 — характерное время трансформации волны (1.47).

Начальный этап эволюции. Интеграл (1.56) можно оценить с помощью ин-

тегрирования по частям. В этом случае основной вклад в интеграл вносят вно-

сят окрестности концов промежутка интегрирования. Условия применимости это-

го приближенного метода нарушаются если фаза волны имеет экстремум внутри

области интегрирования. В нашем случае это момент времени 𝑡0 — время про-

хождения волнового пакета, движущегося с групповой скоростью 𝑣𝑔𝑟 (см. 1.32) от

полоидальной поверхности до оболочки с радиальной координатой 𝑥:

𝑡0(𝑥, 𝜔) =

∫︁ 𝑥

𝑥𝑃𝑁

𝑑𝑥′

𝑣𝑔𝑟
= 𝜏

√︂
𝑥− 𝑥𝑃𝑁
𝑥𝑇𝑁 − 𝑥

(1.58)

При 𝑡≪ 𝑡0 получаем:

Φ(𝑥, 𝑡) =
𝑞0
𝐾2

⎧⎨⎩ exp [−𝑖Ψ(𝑥, 𝑡) + 𝑔(𝜂)]√︀
1 + 𝜂2

[︁
(𝑥− 𝑥𝑇𝑁) +

Δ𝑁

(1+𝜂2)2

]︁
+ 𝑖𝑎𝛿 − 𝑖𝑎𝛾

(1+𝜂2)2

− exp (−𝑖𝜔0𝑡)

𝑥− 𝑥𝑃𝑁 + 𝑖𝑎(𝛿 − 𝛾)

}︂
, (1.59)
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Рисунок 18. Пространственной структуры волны сразу после включения

источника в два момента времени (𝑡2 > 𝑡1). Вертикальная полоса обозначает

область прозрачности

где обозначено

Ψ(𝑡, 𝑥) = Ω𝑇𝑁(𝑥)𝑡−𝐾Δ𝑁 arctan
𝑡

𝜏
.

В выражении (1.59) мнимая часть аргумента первого слагаемого в фигурных

скобках дает величину

Ω(𝑡, 𝑥) ≡ 𝜕Ψ

𝜕𝑡
,

которую можно назвать локальной мгновенной частотой волны. Эта величина ме-

няется от Ω𝑃𝑁 до Ω𝑇𝑁 .

Временная эволюция волнового поля сопровождается также все большей его

«изрезанностью» по радиальной координате, связанной с разбеганием по фазам

(рис. 18). Роль радиального волнового вектора играет величина

𝑘𝑥(𝑡, 𝑥) ≡
𝜕Ψ

𝜕𝑥
.

При 𝑡 ≫ 𝜏 эта величина растет со временем как |𝑘𝑥| = |𝑑Ω𝑇𝑁/𝑑𝑥|𝑡. Это говорит

о том, что колебания меняют со временем свою поляризацию с полоидальной на

тороидальную за характерное время 𝜏 .

На начальном этапе эволюции по порядку величины амплитуда волны есть

|Φ| ∼ 𝑞𝐾−1(𝐾Δ𝑁)
−1. При 𝐾Δ𝑁 ≫ 1 это много меньше чем амплитуда моно-

хроматической волны: колебание еще только растет.
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Рисунок 19. Временное поведение волнового поля в некоторой точке

пространства сразу после включения источника

Знаменателем первого слагаемого выражения (1.59) отвечает за изменение ам-

плитуды волны со временем. Как нетрудно видеть, эта величина уменьшается, т.е.

амплитуда волны растет (рис. 19). Отметим, что при отсутствии кривизны силовых

линий, когда Δ𝑁 = 0, амплитуда этого слагаемого, наоборот, уменьшается из-за

множителя [1 + (𝑡/𝜏)2]−1/2 в первом слагаемом, который ассоциируется с разбега-

нием начального возмущения по фазам. В этом проявляется существенное отличие

волн в магнитосфере с кривыми силовыми линиями от случая прямых линий.

Амплитуда волны также возрастает из-за неустойчивости, которая с течением

времени постепенно стабилизируется, поскольку 𝑎𝛾𝐾 arctan (𝑡/𝜏) → 𝑎𝛾𝐾𝜋/2. За

затухание волны отвечает слагаемое, содержащее диссипативный член 𝛿 под зна-

ком экспоненты. Этот фактор связан с потерей энергии из-за конечной проводимо-

сти ионосферы.

Рассмотрим теперь самое начало включения источника, когда 𝑡 ≪ 𝜏 , считая

также 𝑎𝛿 и 𝑎𝛾 пренебрежимо малыми по сравнению с Δ𝑁 . Тогда выражение (1.59)

существенно упростится:

Φ(𝑥, 𝑡) =
𝑞0

𝐾2[𝑥− 𝑥𝑃𝑁(𝜔0)]

[︁
𝑒−𝑖Ω𝑃𝑁 (𝑥)𝑡 − 𝑒−𝑖𝜔0𝑡

]︁
. (1.60)

Эта формула описывает биения с несущей частотой (Ω𝑃𝑁 + 𝜔0)/2 и частотой мо-

дуляции (Ω𝑃𝑁 −𝜔0)/2. Колебание с частотой Ω𝑃𝑁 отражает эволюцию начального
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возмущения поля, возникшего в момент включения источника. Колебание с часто-

той 𝜔0 обусловлено продолжающейся работой источника.

Если знаменатель выражения (1.59) обращается в нуль, метод интегрирования

по частям не может быть использован для асимптотической оценки интеграла.

Нетрудно видеть, что обращение в нуль имеет место в момент времени 𝑡0. Фор-

мально рассмотрим асимптотику (1.59) при 𝑡0 − 𝑡 ≪ 𝜏 в области пространства,

достаточно удаленной от полоидальной поверхности, так чтобы можно было пре-

небречь вторым слагаемым выражения (1.59):

Φ(𝑥, 𝑡) =
𝑞0𝜏

√
Δ

2𝐾2

exp
[︀
−𝑖𝜔0𝑡𝑖𝜑(𝜔0, 𝑥)− 𝑖𝛼

2 (𝑡− 𝑡0)
2
]︀

(𝑡0 − 𝑡)(𝑥− 𝑥𝑃𝑁)1/2(𝑥𝑇𝑁 − 𝑥)
, (1.61)

где

𝛼 =
𝜏 2Δ𝑁

𝐾
[𝑥− 𝑥𝑃𝑁(𝜔0)]

−1/2 [𝑥𝑇𝑁(𝜔0)− 𝑥]−3/2 . (1.62)

Не желая переусложнять формулы, при выводе (1.61) мы пренебрегли затуханием

и неустойчивостью.

Прохождение волнового фронта. Рассмотрим эволюцию при 𝑡 ≃ 𝑡0 более по-

дробно. Смысл величины 𝑡0 нам уже известен: за это время в точку с координатой

𝑥 добирается волновой фронт, движущийся с радиальной групповой скоростью

от полоидальной поверхности. Важно отметить, что этот фронт распространяются

только в пределах области прозрачности, поскольку вне этой области квадрат вре-

мени 𝑡20 < 0. Отсюда следует, что вне области прозрачности эволюция все время

будет определяться разбеганием по фазам.

Для исследования ситуации при 𝑡 ≃ 𝑡0 вернемся к выражению (1.43). Интеграл

по 𝑑𝑘 оценим по методу стационарной фазы. В выражении для 𝑞(𝜔) в (1.54) заме-

няем переменную интегрирования 𝑡 на 𝑡′. Подставляя все это в (1.43), получаем:

Φ(𝑥, 𝑡) =
𝑖𝑞0
2𝜋𝐾

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑡′𝑞(𝑡′)

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝜔𝑒−𝑖𝜔(𝑡−𝑡

′)+𝑖𝜑𝑓𝑒Γ. (1.63)
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Здесь

𝑓(𝑥) =
𝑖𝑞
√
𝜋

𝐾3/2(𝑥𝑇𝑁 − 𝑥)1/4(𝑥− 𝑥𝑃𝑁)1/4
(1.64)

𝜑(𝑥) =

∫︁ 𝑥

𝑥𝑃𝑁

𝑘𝑥(𝑥
′) 𝑑𝑥′ (1.65)

= −𝐾
√︁
(𝑥− 𝑥𝑃𝑁)(𝑥𝑇𝑁 − 𝑥) +𝐾Δ𝑁 arctan

√︂
𝑥− 𝑥𝑃𝑁
𝑥𝑇𝑁 − 𝑥

, (1.66)

Γ(𝑥) = −𝑎𝛿
√︂
𝑥− 𝑥𝑃𝑁
𝑥𝑇𝑁 − 𝑥

+𝐾𝑎𝛾 arctan

√︂
𝑥− 𝑥𝑃𝑁
𝑥𝑇𝑁 − 𝑥

. (1.67)

Так как при 𝑇 → ∞ спектральная плотность источника локализована вблизи

𝜔 = 𝜔0, основной вклад в интеграл вносит именно эта окрестность. Для начала

разложим 𝜑(𝑥, 𝜔) в точке 𝜔 = 𝜔0 до линейного члена:

𝜑(𝜔, 𝑥) = 𝜑(𝜔0, 𝑥) +
𝜕𝜑

𝜕𝜔

⃒⃒⃒⃒
𝜔0

· (𝜔 − 𝜔0). (1.68)

Заметим, что 𝜕𝜑(𝜔0, 𝑥)/𝜕𝜔 есть время 𝑡0. Подставляя (1.68) в (1.63), получаем

после некоторых преобразований:

Φ = 𝑞0𝑓0(𝑥)Θ[𝑡− 𝑡0(𝑥)]Θ[𝑇 − 𝑡+ 𝑡0(𝑥)] 𝑒
−𝑖𝜔0𝑡+𝑖𝜑0(𝑥)+Γ0(𝑥). (1.69)

Здесь индекс «0» обозначает функцию, взятую в точке 𝜔 = 𝜔0, например, 𝜑0(𝑥) ≡

𝜑(𝜔0, 𝑥). Две функции Хевисайда в этом выражении описывают передний и задний

фронты, проходящие через точку области прозрачности в момент времени 𝑡0. Как

видим, за фронтом структура волны такая же, как у монохроматической волны:

можно сказать, фронт приносит с собой монохроматический режим. В прибли-

жении (1.68) перед фронтом амплитуда равна нулю; это соответствует тому, что

амплитуда волны на начальной стадии эволюции много меньше монохроматиче-

ской.

Более точное описание волнового фронта можно получить при учете следующе-

го члена разложения функции 𝜑(𝑥, 𝜔) в окрестности точки 𝜔0:

𝜑(𝜔, 𝑥) = 𝜑0 + 𝜑′0(𝜔 − 𝜔0) +
𝜑′′0
2
(𝜔 − 𝜔0)

2, (1.70)

где

𝜑′′0 ≡
𝜕2𝜑(𝑥, 𝜔)

𝜕𝜔2

⃒⃒⃒⃒
𝜔0

= 𝛼.
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Рисунок 20. Движение волнового фронта: амплитуда волны |Φ(𝑥)| в три момент

времени. Показана также амплитуда монохроматической волны

Здесь величина 𝛼 была определена выражением (1.62). Подставляя (1.70) в (1.63)

и учитывая, что мы рассматриваем предел 𝑇 → ∞, в итоге получаем выражение

Φ(𝑥, 𝑡) =
𝑖𝑞0
2𝜋𝐾

√
2𝜋𝑓0(𝑥)

[︂
1− 𝑖

2
+ 𝐶(𝑧1)− 𝑖𝑆(𝑧1)

]︂
𝑒−𝑖𝜔0𝑡+𝑖𝜑0(𝑥)+Γ0(𝑥). (1.71)

Здесь 𝐶 и 𝑆 – функции Френеля от аргумента 𝑧1 = (𝑡− 𝑡0)/
√︀
𝜋𝜑′′0.

Выражение (1.71) описывает волновой фронт, который не имеет такой четкой

границы как фронт, описываемый функцией Хевисайда (1.69). Таким образом, в

приближении (1.70) мы получили расплывание волнового пакета (рис. 20).

Асимптотика (1.71) при 𝑧1 → −∞ совпадает с (1.61). Таким образом, прибли-

женные решения на начальном этапе эволюции и на этапе прохождения волнового

пакета сшиваются между собой.

Переход к монохроматическому режиму. При 𝑡 ≫ 𝑡0 воспользуемся представ-

лением

Φ(𝑥, 𝑡) = −𝑖𝑞0
𝐾
𝑒−𝑖𝜔0𝑡

∫︁ ∞

0
𝑑𝑘 𝐹 (𝑘) + Φ̃, (1.72)

где обозначено

Φ̃ =
𝑖𝑞0
𝐾
𝑒−𝑖𝜔0𝑡

∫︁ ∞

𝑡Ω0
𝑙

𝑑𝑘𝐹 (𝑘).

В выражении (1.72) первое слагаемое описывает монохроматическую волну. Таким

образом, после прохождения волнового фронта мы имеем монохроматическую вол-
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ну, на которую наложено нестационарное возмущение, описываемое вторым сла-

гаемым (1.72), Φ̃. С помощью интегрирования по частям нетрудно получить его

оценку:

Φ̃(𝑥, 𝑡) =
𝑞0
𝐾2

𝑒−𝑖𝜔0𝑡

× exp [𝑖𝐾(𝑥− 𝑥𝑇𝑁)𝜂 + 𝑖𝐾Δ𝑁 arctan 𝜂 − 𝑎𝐾𝛿𝜂 + 𝑎𝐾𝛾 arctan 𝜂]

Δ𝑁(1 + 𝜂2)−1/2 + (𝑥− 𝑥𝑇𝑁)(1 + 𝜂2)1/2

Если справедливо также неравенство 𝑡≫ 𝜏 , то нестационарная добавка к моно-

хроматическому решению имеет вид

Φ̃(𝑥, 𝑡) = − 𝑞0
𝐾2[𝑥− 𝑥𝑇𝑁(𝜔0)]

𝑡

𝜏
exp

[︂
−𝑖Ω𝑇𝑁 𝑡− 𝑎𝛿𝐾

𝑡

𝜏
+ 𝑖𝐾Δ𝑁

𝑡

𝜏
𝑎𝛾𝐾

𝜋

2

]︂
(1.73)

По порядку величины амплитуда этой добавки есть |Φ| ∼ 𝑞0𝐾
−1(𝐾Δ𝑁)

−1. По-

скольку 𝐾Δ𝑁 ≫ 1, то это много меньше чем амплитуда монохроматической вол-

ны. К тому же со временем мода (1.73) затухает как (𝑡/𝜏)𝑒−𝑎𝛿𝐾𝑡/𝜏 .

Обратим внимание также на то, что произошла стабилизация неустойчивости:

баунс-дрейфовый резонанс не участвует в изменении амплитуды волны, он уже

усилил амплитуду волны в 𝑎𝛾𝐾(𝜋/2) раз. То же самое имело место в случае им-

пульсного возмущения.

Таким образом, после прохождения фронта возмущение представляло собой мо-

нохроматическую волну, на которую налагается малая добавка, амплитуда которой

уменьшается из-за разбегания по фазам и конечной проводимости ионосферы.

Решение вблизи резонансных поверхностей. Вблизи полоидальной поверх-

ности рассуждения предыдущих трех подразделов неприменимы, поскольку, во-

первых, решение (1.59) имеет особенность при 𝑥 = 𝑥𝑃𝑁(𝜔0), и во-вторых, время

прохождения импульса формально равна нулю. Первое обстоятельство говорит о

том, что при включении источника именно полоидальная частота играет роль ре-

зонансной частоты.

Сначала рассмотрим эволюцию вблизи полоидальной поверхности сразу вклю-

чения источника. Раскрывая неопределенность в выражении (1.60), которая имеет
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Рисунок 21. Пространственная структура волны в три момента времени

место при 𝑥 = 𝑥𝑃𝑁(𝜔0), получаем:

Φ(𝑥, 𝑡) =
𝑖𝑞0
𝐾

exp(−𝑖𝜔0𝑡)
𝑡

𝜏
. (1.74)

В этом случае амплитуда волны линейно растет со временем, что вообще характер-

но для включения источника с частотой равной собственной частоте, что хорошо

знакомо из теории колебаний. Секулярный рост наблюдается в течении ограничен-

ного промежутка времени 𝑡≪ 𝜏 и не приводит к бесконечной амплитуде.

Аналитически рассмотреть эволюцию при 𝑡 ≫ 𝜏 вблизи полоидальной поверх-

ности затруднительно, поскольку там 𝑡0 = 0. Однако можно воспользоваться тем,

что вблизи полоидальной поверхности основная часть интеграла (1.42) набирается

при 𝑘 ≪ 𝐾. Тогда интеграл (1.56) можно представить в виде

Φ(𝑥, 𝑡) =
𝑖𝑞0
𝐾2

exp(−𝑖𝜔0𝑡)

𝑡Ω0/𝑙∫︁
0

𝑑𝑘 exp

[︂
𝑖𝑘(𝑥− 𝑥𝑃𝑁)− 𝑖

𝐾Δ𝑁

3

𝑘3

𝐾3
+ 𝑔(𝑘)

]︂
и вычислить его численно. Структура волнового поля при нескольких последова-

тельных значениях 𝑡 представлена на рис. 21. Мы видим, как постепенно происхо-

дит переход от "резонансной"структуры к структуре монохроматической волны.

Что касается тороидальной поверхности, то время установления монохромати-

ческой структуры 𝑡0 там бесконечно. Следовательно, при любых разумных предпо-

ложениях о длительности работы источника 𝑇 эта структура там не установится.
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Эволюция волнового поля после выключения источника. Перейдем к рас-

смотрению случая 𝑡 > 𝑇 , когда поле представляется интегралом (1.57). Его можно

представить в виде

𝑡Ω0
𝑙∫︁

(𝑡−𝑇 )Ω0
𝑙

𝐹 (𝑘)𝑑𝑘 =

∞∫︁
0

𝐹 (𝑘)𝑑𝑘 −

𝑡′Ω0
𝑙∫︁

0

𝐹 (𝑘)𝑑𝑘 −
∞∫︁

(𝑇+𝑡′)Ω0
𝑙

𝐹 (𝑘)𝑑𝑘,

где 𝑡′ = 𝑡 − 𝑇 > 0. Будем считать, что источник включился достаточно давно,

так что к моменту выключения источника волновое поле пренебрежимо мало от-

личалось от поля монохроматической волны. При этом нижний и верхний пре-

делы в третьем интеграле почти идентичны (𝑇/𝜏 → ∞), поэтому этим интегра-

лом можно пренебречь. Первый интеграл описывает монохроматическую волну.

Второй интеграл математически эквивалентен интегралу (1.56), который описывал

включение колебаний. Таким образом, задача свелась к решенной в предыдущем

разделе. Последовательность событий в каждой точке пространства после выклю-

чения повторяет то, что происходило при включении, а именно: сначала из поля

монохроматической волны вычитается сравнительно малая добавка (при 𝑡′ ≪ 𝜏

носящая характер биений, затем растущая при приближении заднего фронта), за-

тем через эту точку проходит волновой фронт, "съедающий"монохроматическую

волну и оставляющий только малый остаток, тающий за счет разбегания по фазам

и омической диссипации на ионосфере. Приведем выражения для поля на этой

последней стадии эволюции (при 𝑡′ ≫ 𝜏 ):

Φ(𝑥, 𝑡) ≃ 𝜏

𝑡′
𝑞0

𝐾2(𝑥− 𝑥𝑇𝑁)
𝑒−𝑖Ω𝑇𝑁 (𝑥)𝑡′−𝐾𝑎𝛿 𝑡′

𝜏 .

Пространственная эволюция волны сопровождается увеличением производной

функции Φ по радиальной координате. Это означает, что волна превращается в

тороидально-поляризованную. Это касается и окрестности полоидальной поверх-

ности, где она имела полоидальную поляризацию на стадии монохроматической

волны. Характерное время изменения поляризации есть 𝑡′ ∼ 𝜏 . Таким образом,

можно сказать, волна умирает, будучи тороидальной.
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Рисунок 22. Пространственно-временная структура волны во время работы

источника: I, V: Разбегание по фазам (за пределами области прозрачности); II:

Практически установившаяся монохроматическая волна; III: Прохождение

волнового фронта; IV: Разбегание по фазам (в областях, где еще не прошел

волновой фронт)

Заключение. Таким образом, складывается следующая картина. Сразу после

включения источника вблизи полоидальной поверхности формируется волновой

фронт, движущийся с групповой скоростью по направлению к тороидальной по-

верхности. В тех точках, куда фронт еще не дошел, происходит эволюция волново-

го поля, определяемая явлением смешивания по фазам. При прохождении фронта

амплитуда волны резко повышается. Через некоторое время после этого волна ока-

зывается пренебрежимо мало отличающейся от монохроматической (рис. 22).

Неустойчивость усиливает волну только до тех пор, пока она имеет прибли-

женно полоидальную поляризацию. Вне области прозрачности волны фронт не

распространяется, поэтому там амплитуда постепенно уменьшается из-за разбе-

гания по фазам, эволюционируя к монохроматической волне. После выключения

источника от полоидальной поверхности начинает двигаться задний фронт, как

бы уносящий с собой монохроматическую волну, и оставляющий малый остаток,

затухающий из-за разбегания по фазам и диссипации на ионосфере.
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Рисунок 23. Эволюция волнового поля в случае 𝐾Δ𝑁 = 6

Когда источник является дельта-функцией времени, эволюция волнового поля

при учете кривизны силовых линий сравнительно мало отличается от случая ну-

левой кривизны. В нашем случае, когда источник имеет конечную длительность,

ситуация резко отличается от случая прямых силовых линий. Переход к этому

случаю достигается переходом к пределу Δ𝑁 = 0. Обратимся к формуле (1.59).

При больших временах (𝑡 ≫ 𝜏 ) амплитуда первого слагаемого убывает как 𝑡−1

даже при пренебрежимо малой диссипации, т.е. при 𝛿 = 0. Это означает, что сразу

после включения источника поле начинает уменьшаться из-за разбегания исход-

ного возмущения по фазам (кроме непосредственной окрестности тороидальной

резонансной поверхности, где постепенно вызревает альфвеновский резонанс, см.

[Wright, 1992]). В нашем случае, наоборот, амплитуда растет ввиду приближаю-

щегося волнового фронта. Сам этот фронт не имеет аналогов в теории прямых

силовых линий, его существование связано с кривизной.

В нашей работе мы рассматривали случай больших азимутальных волновых

чисел, когда 𝐾Δ𝑁 ≫ 1. Интересен также случай 𝐾Δ𝑁 ∼ 1, когда 𝑚 не очень

велико, а кривизна силовых линий не очень мала. В этом случае интеграл (1.56)

нетрудно взять численно. Результаты показаны на рис. 23. Как видно, начальная

стадия эволюции не сильно отличается от случая 𝐾Δ𝑁 ≫ 1. Затем в стороне

от тороидальной поверхности формируется сравнительно плавное повышение ам-
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Рисунок 24. Одномерно-неоднородная модель магнитосферы с прямыми

силовыми линиями (box model)

плитуды волны. Осцилляторная структура, характерная для случая 𝐾Δ𝑁 ≫ 1, не

появляется.

1.3.2 Внезапный импульс, локализованный на магнитной оболочке

Источники ряда волновых процессов в магнитосфере связаны с границей магнито-

сферы. В частности, эту роль может играть резкое сжатие магнитосферы импуль-

сом давления солнечного ветра. С математической точки зрения, это эквивалентно

появлению импульса поверхностного тока, текущего по магнитопаузе (или воз-

мущению тока Чепмена-Ферраро) [Glassmeier, 1992]. Предполагается, что поверх-

ностные возмущения на магнитопаузе также порождают движущиеся конвекцион-

ные вихри в ионосфере [Glassmeier and Heppner, 1992; Kivelson and Southwood,

1991; Chi et al., 2006]. В данном разделе мы рассмотрим альфвеновские возмуще-

ния, порожденные в магнитосфере таким редко локализованным по радиальной

координате токовым импульсом.

Исходные уравнения. В этой части работы используется 1-мерно неоднород-

ная модель магнитосферы с прямыми силовыми линиями (box model), ранее ис-

пользованная в работах по альфвеновскому резонансу [Southwood, 1974; Chen and

Hasegawa, 1974]. Координата 𝑧 направлена вдоль силовых линий, координата 𝑥

направлена поперек магнитных оболочек и играет роль радиальной координаты,
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координата 𝑦 дополняет правую систему координат и играет роль азимутальной

координаты (рис. 24). Плазменные параметры меняются только в направлении 𝑥;

все возмущенные величины зависят от продольной и азимутальной координат как

𝑒𝑖𝑘𝑦𝑦+𝑖𝑘𝑧𝑧.

Равновесные магнитное поле и плотность обозначены 𝐵⃗ и 𝜌, соответственно;

смещение плазмы от положения равновесия обозначено 𝜉; электрическое и маг-

нитное поле волны обозначены 𝐸⃗ и 𝑏⃗; возмущение тока 𝑗⃗.

Линеаризированное уравнение малых колебаний в плазме имеет вид

𝜌
𝜕2𝜉

𝜕𝑡2
− 1

𝑐
𝑗⃗ × 𝐵⃗ = 0 (1.75)

где

∇× 𝐸⃗ = −1

𝑐

𝜕𝑏⃗

𝜕𝑡
(1.76)

и

𝐸⃗ =
1

𝑐

𝜕𝜉

𝜕𝑡
× 𝐵⃗. (1.77)

Предполагается, что волна возбуждена импульсом тока 𝐽 = (0, 𝐽𝑦, 0) в момент

времени 𝑡0 на поверхности 𝑥0, т.е.

𝐽𝑦 = 𝐽0𝛿(𝑥− 𝑥0)𝛿(𝑡− 𝑡0). (1.78)

Если возмущение вызвано резким сжатием магнитосферы солнечным ветром [e.g.

Kivelson and Southwood, 1991; Glassmeier, 1992], то поверхность локализации ис-

точника является магнитопаузой.

Следуя работе [Ахиезер, 1974], сторонний ток 𝐽 должен рассматриваться как

слагаемое в законе Ампера:

∇× 𝑏⃗ =
4𝜋

𝑐
𝑗⃗ +

4𝜋

𝑐
𝐽. (1.79)

Из уравнений (1.75–1.79) получаем уравнение для электрического поля волны

𝐸⃗(𝑥, 𝑡):
1

𝑣2𝐴

𝜕2𝐸⃗

𝜕𝑡2
−∇×∇× 𝐸⃗ = −4𝜋

𝑐2
𝜕𝐽

𝜕𝑡
, (1.80)

где 𝑣𝐴 = 𝐵/
√
4𝜋𝜌 — альфвеновская скорость.
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Предположим, что источник лежит в области непрозрачности быстрого магнит-

ного звука. Тогда колебание будет представлено только альфвеновской модой, для

которой

𝐸⃗ = −∇⊥Φ. (1.81)

Подставив (1.81) в (1.80) и подействовав оператором ∇⊥, мы получим уравнение

𝜕

𝜕𝑥

[︂
− 1

𝑣2𝐴

𝜕2

𝜕𝑡2
− 𝑘2𝑧

]︂
𝜕Φ

𝜕𝑥
− 𝑘2𝑦

[︂
− 1

𝑣2𝐴

𝜕2

𝜕𝑡2
− 𝑘2𝑧

]︂
Φ = −4𝜋𝑖𝑘𝑦

𝑐2
𝜕𝐽𝑦
𝜕𝑡

. (1.82)

В качестве граничного условия использовано условие ограниченности решения на

большом расстоянии от области локализации волны:

Φ|𝑥→±∞ = 0. (1.83)

Решение в интегральном виде. После преобразования Фурье по времени полу-

чаем:
𝜕

𝜕𝑥

[︂
𝜔2

𝑣2𝐴
− 𝑘2𝑧

]︂
𝜕Φ𝜔

𝜕𝑥
− 𝑘2𝑦

[︂
𝜔2

𝑣2𝐴
− 𝑘2𝑧

]︂
Φ𝜔 = 𝑞𝛿(𝑥− 𝑥0)𝜔𝑒

𝑖𝜔𝑡0, (1.84)

где Φ𝜔 — фурье образ величины Φ(𝑡), и

𝑞 = −4𝜋𝐽0𝑘𝑦/𝑐.

Обозначим резонансную (тороидальную) частоту Ω(𝑥) = 𝑘𝑧𝐴(𝑥). Тогда резо-

нансная поверхность 𝑥𝑇 может быть определена как поверхность, где удовлетворя-

ется равенство 𝜔 = Ω(𝑥). Принимая для резонансной частоты линейный профиль

Ω = Ω0 ·
𝑙 − 𝑥

𝑙
, (1.85)

координата резонансной поверхности определяется как

𝑥𝑇 (𝜔) = 𝑙 · Ω0 − 𝜔

Ω0
. (1.86)

Вблизи этой поверхности выполняется приближенное равенство 𝜔2 − Ω2 ≈

2𝜔(𝜔 − Ω), и уравнение (1.84) записывается в виде

𝜕

𝜕𝑥
[𝑥− 𝑥𝑇 (𝜔)]

𝜕Φ𝜔

𝜕𝑥
− 𝑘2𝑦[𝑥− 𝑥𝑇 (𝜔)]Φ𝜔 = 𝑞

𝑙

2Ω0
𝑒𝑖𝜔𝑡0𝛿(𝑥− 𝑥0).
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Рисунок 25. Поверхностная волна и альфвеновский резонанс. Здесь w —

плотность энергии волны

Решение этого уравнения может быть записано в интегральном виде

Φ𝜔 = 𝑞
𝑙

2Ω0
𝑒𝑖𝜔𝑡0

+∞∫︁
−∞

𝑑𝑘
𝑒𝑖𝑘(𝑥−𝑥𝑇 )√︁
𝑘2𝑦 + 𝑘2

𝑘∫︁
−∞

𝑑𝑘′
𝑒𝑖𝑘

′(𝑥𝑇−𝑥0)√︁
𝑘2𝑦 + 𝑘′2

(1.87)

[Leonovich and Mazur, 1999]. Это решение описывает суперпозицию поверхност-

ной волны, экспоненциально спадающую от источника на поверхности с радиаль-

ной координатой 𝑥0, с альфвеновским резонансом на поверхности 𝑥𝑇 (Fig. 25).

Выполняя обратное преобразование Фурье уравнения (1.87) по времени, мы на-

ходим решение в виде

Φ(𝑥, 𝑡) =
𝑙𝑞

2Ω0

∞∫︁
−∞

𝑑𝜔𝑒−𝑖𝜔(𝑡−𝑡0)
∞∫︁

−∞

𝑑𝑘
𝑒𝑖𝑘[𝑥−𝑥𝑇 (𝜔)]√︁
𝑘2𝑦 + 𝑘2

𝑘∫︁
−∞

𝑑𝑘′
𝑒𝑖𝑘

′[𝑥𝑇 (𝜔)−𝑥0)]√︁
𝑘2𝑦 + 𝑘′2

.

Принимая во внимание линейность зависимости 𝑥𝑇 (𝜔) в уравнении (1.86), это

выражение может быть записано в виде

Φ =
𝑙𝑞

2Ω0

∞∫︁
−∞

𝑑𝑘
𝑒𝑖𝑘(𝑥−𝑙)√︁
𝑘2𝑦 + 𝑘2

𝑘∫︁
−∞

𝑑𝑘′
𝑒−𝑖𝑘

′(𝑥0−𝑙)√︁
𝑘2𝑦 + 𝑘′2

·
∞∫︁

−∞

𝑑𝜔𝑒−𝑖𝜔[(𝑡−𝑡0)−
𝑙

Ω0
(𝑘−𝑘′)].
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Здесь интеграл по 𝜔 есть интегральное представление 𝛿-функции:

∞∫︁
−∞

𝑑𝜔𝑒−𝑖𝜔[(𝑡−𝑡0)−
𝑙

Ω0
(𝑘−𝑘′)] = 2𝜋𝛿[(𝑡− 𝑡0)−

𝑙

Ω0
(𝑘 − 𝑘′)],

Это позволяет произвести интегрирование по 𝑘′. Окончательно получаем следую-

щее выражение:

Φ(𝑥, 𝑡) = 𝑞𝜋Θ(𝑡− 𝑡0)𝑒
𝑖(𝑡−𝑡0)Ω0

𝑙 (𝑥0−𝑙)𝐼, (1.88)

где

𝐼 =

∞∫︁
−∞

𝑑𝑘
𝑒𝑖𝑘(𝑥−𝑙)−𝑖𝑘(𝑥0−𝑙)√︁

𝑘2𝑦 + 𝑘2
√︁
𝑘2𝑦 + [𝑘 − Ω0

𝑙 (𝑡− 𝑡0)]2
. (1.89)

Таким образом, осталось только произвести интегрирование по 𝑘.

Асимптотическое решение. Интеграл в выражении (1.89) можно записать в ви-

де

𝐼 =

∞∫︁
−∞

𝑑𝑘 𝑒𝑆(𝑘)

где «фаза»

𝑆 = 𝑖𝑘(𝑥− 𝑥0)−
1

2
ln (𝑘2𝑦 + 𝑘2)− 1

2
ln [𝑘2𝑦 + (𝑘 − Ω0

𝑙
(𝑡− 𝑡0))

2].

Для нахождения асимптотического решения при 𝑘𝑦|𝑥0 − 𝑥| ≫ 1 используем метод

перевала. Точка перевала определяется как точка, где производная 𝑑𝑆/𝑑𝑘 обраща-

ется в нуль:

𝑑𝑆

𝑑𝑘
= 𝑖(𝑥− 𝑥0)−

𝑘

𝑘2𝑦 + 𝑘2
−

𝑘 − Ω0

𝑙 (𝑡− 𝑡0)

𝑘2𝑦 + [𝑘 − Ω0

𝑙 (𝑡− 𝑡0)]2
= 0.

Большой параметр 𝑘𝑦|𝑥 − 𝑥0| подразумевает, что в знаменателе либо второй либо

третий член является малой величиной. Таким образом, всего существует четыре

точки перевала:

𝑘1 ≈ +𝑖𝑘𝑦

𝑘2 ≈ −𝑖𝑘𝑦

𝑘3 ≈ +𝑖𝑘𝑦 +
Ω0

𝑙
(𝑡− 𝑡0)
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𝑘4 ≈ −𝑖𝑘𝑦 +
Ω0

𝑙
(𝑡− 𝑡0)

Если мы ищем решение в области 𝑥 < 𝑥0, то путь интегрирования должен прохо-

дить через точки 𝑘2 и 𝑘4. Внося поправки за счет конечности величины 𝑘𝑦|𝑥− 𝑥0|,

получаем

𝑘2 = −𝑖𝑘𝑦 +
𝑖

2(𝑥0 − 𝑥)

и

𝑘4 = −𝑖𝑘𝑦 +
Ω0

𝑙
(𝑡− 𝑡0) +

𝑖

2(𝑥0 − 𝑥)
.

В окрестностях этих двух точек «фаза» 𝑆 приближенно равна

𝑆 ≈ 𝑆(𝑘2,4) +
1

2

𝑑2𝑆(𝑘2,4)

𝑑𝑘2
(𝑘 − 𝑘2,4)

2,

где

𝑆(𝑘2) = −𝑘𝑦(𝑥0 − 𝑥)− ln

√︃
𝑘𝑦

𝑥0 − 𝑥

− ln

√︃
Ω2

0

𝑙2
(𝑡− 𝑡0)2 + 2𝑖𝑘𝑦

Ω0

𝑙
(𝑡− 𝑡0),

𝑆(𝑘4) = −𝑘𝑦(𝑥0 − 𝑥) + 𝑖
Ω0

𝑙
(𝑡− 𝑡0)(𝑥− 𝑥0)− ln

√︃
𝑘𝑦

𝑥0 − 𝑥

− ln

√︃
Ω2

0

𝑙2
(𝑡− 𝑡0)2 − 2𝑖𝑘𝑦

Ω0

𝑙
(𝑡− 𝑡0),

и
𝑑2𝑆(𝑘2)

𝑑𝑘2
=
𝑑2𝑆(𝑘4)

𝑑𝑘2
= −2(𝑥− 𝑥0)

2.

Теперь интеграл 𝐼 может быть представлен как сумма двух интегралов в районе

точек перевала,

𝐼 = 𝐼2 + 𝐼4

причем

𝐼2,4 =

∞∫︁
−∞

𝑑(𝑘 − 𝑘2,4)𝑒
𝑆(𝑘2,4)−(𝑥−𝑥0)2(𝑘−𝑘2,4)2

=

√
𝜋√︀

𝑘𝑦(𝑥0 − 𝑥)

𝑒−𝑘𝑦(𝑥0−𝑥)√︁
Ω2

0

𝑙2 (𝑡− 𝑡0)2 ± 2𝑖𝑘𝑦
Ω0

𝑙 (𝑡− 𝑡0)
.
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Окончательно мы получаем выражение

Φ(𝑥, 𝑡) = 𝑞𝜋3/2Θ(𝑡− 𝑡0)
𝑒−𝑘𝑦(𝑥0−𝑥)√︀
𝑘𝑦(𝑥0 − 𝑥)

[𝐹𝑥(𝑡) + 𝐹0(𝑡)] , (1.90)

где

𝐹𝑥(𝑡) =
𝑒−𝑖Ω(𝑥)(𝑡−𝑡0)√︁

Ω2
0

𝑙2 (𝑡− 𝑡0)2 − 2𝑖𝑘𝑦
Ω0

𝑙 (𝑡− 𝑡0)
,

𝐹0(𝑡) =
𝑒−𝑖Ω(𝑥0)(𝑡−𝑡0)√︁

Ω2
0

𝑙2 (𝑡− 𝑡0)2 + 2𝑖𝑘𝑦
Ω0

𝑙 (𝑡− 𝑡0)
,

где Ω(𝑥) и Ω(𝑥0) — резонансные частоты на данной магнитной поверхности (𝑥) и

на поверхности локализации источника (𝑥0), соответственно.

Анализ решения. Фактор exp [−𝑘𝑦(𝑥0 − 𝑥)] в уравнении (1.90) показывает, что

решение Φ(𝑥, 𝑡) обладает свойствами поверхностной волны, локализованной на

магнитной поверхности источника. На этом фоне имеется дополнительная про-

странственная осцилляция описываемая множителем exp [−𝑖Ω(𝑥)(𝑡− 𝑡0)] в слага-

емом 𝐹𝑥(𝑡). График этой пространственной осцилляции показан на рис. 26, где

представлен результат численного вычисления по формуле (1.89).

Характеристический радиальный волновой вектор может быть определен как

𝑘𝑥 =
𝜕Ω(𝑥)

𝜕𝑥
(𝑡− 𝑡0).

Поскольку компоненты электрического поля волны определены как 𝐸𝑦 = −𝑖𝑘𝑦Φ

и 𝐸𝑥 = −𝜕Φ/𝜕𝑥, увеличение этого радиального волнового вектора со временем

подразумевает трансформацию полоидальной альфвеновской волны (большая ком-

понента 𝐸𝑦) в тороидальную (большая компонента 𝐸𝑥). Причиной этой трансфор-

мации является разбегание начального возмущения по фазам.

Пассмотрим временную эволюция волнового поля более подробно. Вычислим

азимутальное электрическое поле волны:

𝐸𝑦 = −𝑖𝑘𝑦𝑞𝜋3/2Θ(𝑡− 𝑡0)
𝑒−𝑘𝑦(𝑥0−𝑥)√︀
𝑘𝑦(𝑥0 − 𝑥)

[𝐹𝑥(𝑡) + 𝐹0(𝑡)] . (1.91)

Первое слагаемое в этом выражении 𝐹𝑥(𝑡) описывает колебание с локальной резо-

нансной частотой Ω(𝑥), как в теории импульсного источника с широкой простран-
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Рисунок 26. Пространственная структура волны в два момента времени: при

Ω0(𝑡− 𝑡0) = 100 (слева) и Ω0(𝑡− 𝑡0) = 200 (справа)

ственной локализацией, разобранной в разделе 1.2.2 (далее мы будем называть ее

теорией широкого импульса). Однакол есть еще и второе слагаемое 𝐹0(𝑡), опи-

сывающее колебание с частотой Ω(𝑥0), равной частоте резонанса на поверхности

локализации источника. Это слагаемое не имеет аналога в теории широкого им-

пульса. Поскольку эти частоты не равны друг другу (Ω(𝑥) ̸= Ω(𝑥0)), суперпозиция

этих колебаний приводит к биениям, как видно из рисунка 27. Благодаря присут-

ствию квадратных корней в знаменателях в выражениях для 𝐹𝑥(𝑡) и 𝐹0(𝑡), ампли-

туда колебания в компоненте 𝐸𝑦 убывает со временем. Это видно также из рис. 28,

где показана плотность энергии 𝑤𝑦 = |𝐸𝑦|2/8𝜋, заключенная в этой компоненте,

как функция времени.

Пространственно-временное поведение радиальной компоненты электрического

поля 𝐸𝑥 дается выражением

𝐸𝑥 = 𝑞𝜋3/2Θ(𝑡− 𝑡0)𝑒
−𝑘𝑦(𝑥0−𝑥)

×
{︃√︁

𝑘𝑦(𝑥0 − 𝑥) [𝐹𝑥(𝑡) + 𝐹0(𝑡)] +
𝑖(𝑡− 𝑡0)√︀
𝑘𝑦(𝑥0 − 𝑥)

𝑑Ω(𝑥)

𝑑𝑥
𝐹𝑥(𝑡)

}︃
(1.92)
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Рисунок 27. Эволюция со временем компоненты 𝐸𝑦 на большом расстоянии от

источника, (𝑥0 − 𝑥)/𝑙 = 0.1

(рис. 29). Здесь слагаемое 𝐹𝑥(𝑡) +𝐹0(𝑡) ведет себя аналогично компоненте 𝐸𝑦: это

биения с убывающей амплитудой. Второе слагаемое пропорционально величине

𝐹𝑥(𝑡). Оно представляет собой колебания с локальной резонансной частотой Ω(𝑥)

на данной магнитной оболочке и ведет и растет как квадратный корень из вре-

мени. Амплитуда колебания в компоненте 𝐸𝑥 стремится к постоянной величине.

Это можно видеть также из рис. 28, где показана зависимость от времени плот-

ности энергии 𝑤𝑥 = |𝐸𝑥|2/8𝜋, заключенной в этой компоненте. Мы заключаем

отсюда, что энергия передается от азимутальной компоненте электрического поля

радиальной.

Полная энергия 𝑤 = 𝑤𝑥 + 𝑤𝑦 на данной магнитной оболочке убывает со време-

нем (см. рис. 28). ОДнако если энергия где-то убывает, в каком-то другом месте она

должна расти. Численные расчеты показывают, что это происходит на поверхности

импульса 𝑥0 (рис. 30). Благодаря этому сохраняется полная энергия, проинтегри-
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Рисунок 28. Эволюция со временем плотности волновой энергии 𝑤 и двух ее

составляющих величин 𝑤𝑥 и 𝑤𝑦 на большом расстоянии от источника,

(𝑥0 − 𝑥)/𝑙 = 0.1.

рованная по объему

𝑊 =
1

8𝜋

∞∫︁
−∞

(︀
𝐸𝑥𝐸

*
𝑥 + 𝐸𝑦𝐸

*
𝑦

)︀
𝑑𝑥 =

1

4
𝜋3𝑞𝑘𝑦.

Это можно доказать, если выразить 𝐸𝑥 и 𝐸𝑦 с помощью уравнений (1.88, 1.89),

изменить порядок интегрирования и использовать интегральное представление 𝛿-

функции.

Рисунок 31 показывает изменение со временем пространственной структуры

волны, выраженной через плотность энергии 𝑤(𝑥). В момент импульса 𝑡 = 𝑡0 ам-

плитуда плавно спадает с расстоянием от источника. С течением времени энергия

аккумулируется вблизи поверхности источника, в то время как вдали от нее она

уменьшается, стремясь к некоторой малой постоянной величине. Таким образом

формируются ядро и хвост волнового поля. Как видно из рисунка, ширина ядра со

временем уменьшается.
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Рисунок 29. Эволюция со временем компоненты 𝐸𝑥 на большом расстоянии от

источника, (𝑥0 − 𝑥)/𝑙 = 0.1

1.3.3 Заключение

Приведенные в разделе 1.3 примеры показывают, что пространственно-временное

поведение альфвеновских волн может быть весьма нетривиальным в зависимости

от характера источника волны. Действительно, спутниковые наблюдения УНЧ-

волн в магнитосфере лишь в исключительных случаях могут быть интерпрети-

рованы в рамках простых моделей [Leonovich et al., 2015]. Для интерпретации

наблюдательных данных необходимо накопление значительного «багажа» в виде

как можно большего количества рассмотренных моделей генерации волн в магни-

тосфере.

1.4 Движущийся источник

Обычно считается, что энергичные частицы возбуждают альфвеновскую волну по-

средством плазменных микронеустойчивостей. Однако этот механизм не объясняет

ряд существенных особенностей такого рода колебаний. Так, наблюдаемые волны
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Рисунок 30. Эволюция со временем плотности волновой энергии 𝑤 и двух ее

составляющих величин 𝑤𝑥 и 𝑤𝑦 на поверхности источника 𝑥0

имеют четко определенные значения азимутальных волновых чисел 𝑚. Но инкре-

мент неустойчивости слабо зависит от азимутального волнового числа для наибо-

лее часто наблюдаемых нестабильных распределений энергичных протонов [Mager

and Klimushkin, 2005]. Следовательно, эта неустойчивость не может выделять ко-

лебания в узком диапазоне азимутальных волновых чисел. Далее, фазовая скорость

наблюдаемых полоидальных альфвеновских волн обычно совпадает с направлени-

ем дрейфа протонов в неоднородном магнитном поле. Но при баунс-дрейфовом

резонансе неустойчивость в равной степени может генерировать колебания, рас-

пространяющиеся в противоположном направлении [Mager and Klimushkin, 2005].

Полоидальные волны быстро трансформируются в тороидальные, в результате че-

го неустойчивость будет способствовать усилению тороидальных, а не полоидаль-

ных колебаний. Наконец, теория неустойчивости вообще ничего не говорит об эк-

ваториальном движении фазы полоидальных колебаний, наблюдаемом в радарных

экспериментах.



103

Рисунок 31. Плотность волновой энергии 𝑤 на различных расстояниях от

источника 𝑥0 в разные моменты времени

Поэтому необходимо рассмотреть также нерезонансные механизмы генерации

полоидальных альфвеновских волн. Один из таких механизмов рассмотрела Золо-

тухина [1974]: энергичные частицы, инжектированные в магнитосферу во время

суббурь, образуют переменный ток, который возбуждает альфвеновскую волну по-

средством черенковского механизма (рис. 32). B общефизическом контексте черен-

ковское возбуждение альфеновских волн рассматривалось еще в работе [Докучаев,

1968]. На важность этого механизма обратил внимание Гульельми [1979]. Позд-

нее в работах [Гульельми и Золотухина, 1980; Pilipenko et al., 2001] было изучено

действие этого механизма в продольно-неоднородной магнитосфере, однако эти

авторы не останавливались специально на изучении поперечной структуры гене-

рированных волн. Здесь мы займемся этим вопросом.

1.4.1 Структура и эволюция волнового поля

Основные уравнения. В работе используется аксиально-симметричная модель

магнитосферы, учитывающая кривизну силовых линий и неоднородность фоновой
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Рисунок 32. Схема генерации альфвеновской волны движущимися облаками

плазмы, инжектиро-ванными во время суббури

плазмы вдоль силовых линий и поперек магнитных оболочек. Вводится криволи-

нейная система координат {𝑥1, 𝑥2, 𝑥3}, привязанная к силовым линиям (см. раздел

1.1).

Как и в разделе 1.3.2 источником колебаний является поперечный нестационар-

ный (азимутальный) ток 𝐽 . Однако предполагается, что он образован дрейфующим

облаком заряженных частиц, инжектированных в магнитосферу в результате суб-

бури. Ток не локализован по радиальной координате 𝑥1, но узко локализован по

азимуту. Азимутальная контравариантная компонента этого тока дается выраже-

нием

𝐽2 = 𝑒 𝑛0Ω 𝛿(𝜙− Ω𝑡)Θ(𝑡), (1.93)

где Ω – угловая скорость дрейфа в неоднородном магнитном поле, 𝑒 и 𝑛0 – заряд

и концентрация частиц, Θ(𝑡) – функция Хевисайда, задающая момент включения

источника (инжекции частиц в магнитосферу), 𝜙 – азимутальный угол, который

мы будем использовать в качестве координаты 𝑥2. К физической величине тока

можно перейти заменой угловой скорости в выражении (1.93) линейной скоростью

𝑉 =
√
𝑔2Ω, зависящей от координат 𝑥1 и 𝑥3.
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Электрическое поле волны 𝐸⃗, задаваемое сторонним током, дается выражением

(1.80). Выражая электрическое поле волны через потенциал Φ согласно (1.81) и

действуя поперечным набла-оператором ∇⊥, получаем в криволинейной системе

координат уравнение

ℒ𝐴Φ = −4𝜋

𝑐2
√
𝑔
𝜕

𝜕𝑥2
𝜕

𝜕𝑡
𝐽2. (1.94)

Здесь

ℒ𝐴 =
𝜕

𝜕𝑥1

[︂
−
√
𝑔

𝑔1

1

𝑣2𝐴

𝜕2

𝜕𝑡2
+

𝜕

𝜕𝑥3
𝑔2√
𝑔

𝜕

𝜕𝑥3

]︂
𝜕

𝜕𝑥1
+

𝜕

𝜕𝑥2

[︂
−
√
𝑔

𝑔2

1

𝑣2𝐴

𝜕2

𝜕𝑡2
+

𝜕

𝜕𝑥3
𝑔1√
𝑔

𝜕

𝜕𝑥3

]︂
𝜕

𝜕𝑥2

— альфвеновский дифференциальный оператор. Таким образом мы имеем неодно-

родное дифференциальное уравнение в частных производных, описывающее альф-

веновские колебания, генерируемые током дрейфующих в азимутальном направле-

нии частиц. Граничные условия выберем следующие:

Φ|𝑥1,𝑥2→±∞ = 0, Φ|𝑥3± = 0.

Здесь второе граничное условие соответствует полному отражению волны от ионо-

сферы ( 𝑥3± – точки пересечения силовой линии с верхней границей ионосферы); в

нашей работе мы не учитываем затухание, возникающее из-за конечной проводи-

мости ионосферы.

Решение в интегральном виде. Для решения волнового уравнения (1.94) про-

делаем преобразование Фурье этого уравнения по 𝜙 и по 𝑡. В результате получаем

дифференциальное уравнение только по двум переменным 𝑥1 и 𝑥3:

𝐿̂𝐴Φ𝑚𝜔 = 𝑞𝑚𝜔 (1.95)

Здесь 𝐿̂𝐴 — Фурье-образ альфвеновского оператора ℒ𝐴, аналогичный альфвенов-

скому оператору монохроматической волны с частотой 𝜔 и с азимутальным волно-

вым числом 𝑚, определяемый как

𝐿̂𝐴 ≡ 𝜕

𝜕𝑥1
𝐿̂𝑇 (𝜔)

𝜕

𝜕𝑥1
−𝑚2𝐿̂𝑃 (𝜔),

где

𝐿̂𝑇 (𝜔) =
𝜕

𝜕𝑥3
𝑔2√
𝑔

𝜕

𝜕𝑥3
+

√
𝑔

𝑔1

𝜔2

𝑣2𝐴



106

— оператор тороидальной моды,

𝐿̂𝑃 (𝜔) =
𝜕

𝜕𝑥3
𝑔1√
𝑔

𝜕

𝜕𝑥3
+

√
𝑔

𝑔2

𝜔2

𝑣2𝐴
,

— оператор полоидальной моды, 𝜔 и 𝑚 — параметры преобразования Фурье по

времени (частота) и по азимутальному углу (азимутальное волновое число),

𝑞𝑚𝜔 = −2𝑚𝜔
√
𝑔
𝑒𝑛0Ω

𝑐2
1

2𝜋

+∞∫︁
−∞

Θ(𝑡′) exp (𝑖𝜔𝑡′ − 𝑖𝑚Ω𝑡′) 𝑑𝑡′.

Зная решение уравнения (1.95), мы можем найти решение волнового уравнения

(1.94), проделав обратное преобразование Фурье:

Φ(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑡) =

+∞∫︁
−∞

𝑑𝜔

+∞∫︁
−∞

𝑑𝑚Φ𝑚𝜔 exp(𝑖𝑚𝜙− 𝑖𝜔𝑡). (1.96)

Функцию Φ𝑚𝜔 можно представить в виде

Φ𝑚𝜔 ≈ 𝑅𝑁(𝑥
1)𝑇𝑁(𝑥

1, 𝑥3), (1.97)

где 𝑇𝑁(𝑥1, 𝑥3) — собственная функция тороидального оператора 𝐿̂𝑇 , определяющая

продольную структуру 𝑁 -й стоячей продольной гармоники, нормированная так,

что ⟨√
𝑔

𝑔1

𝑇 2
𝑁

𝑣2𝐴

⟩
= 1,

(здесь треугольные скобки обозначают интегрирование вдоль силовой линии меж-

ду магнитосопряженными точками ионосферы, ⟨...⟩ =
∫︀ 𝑥3+
𝑥3−

(...)𝑑𝑥3).

Функция 𝑅𝑁(𝑥
1) определяет структуру этой гармоники поперек магнитных обо-

лочек. При этом функция 𝑅𝑁(𝑥
1) определяется из решения дифференциального

уравнения

𝜕

𝜕𝑥1
(𝑥1 − 𝑥1𝑇𝑁(𝜔))

𝜕

𝜕𝑥1
𝑅𝑁 − 𝑚2

𝐿2
(𝑥1 − 𝑥1𝑃𝑁(𝜔))𝑅𝑁 = 𝑚𝑞(𝜔,𝑚) (1.98)

[Leonovich and Mazur, 1997; Klimushkin et al., 2004], где

𝑞(𝜔,𝑚) =
𝑞0
2𝜋

+∞∫︁
−∞

Θ(𝑡′) exp (𝑖𝜔𝑡′ − 𝑖𝑚Ω𝑡′) 𝑑𝑡′,

𝑞0 = −𝑒𝑙
𝑐2

Ω

Ω0
⟨𝑛0

√
𝑔𝑇𝑁⟩. (1.99)
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При выводе этого уравнения было использовано линейное разложение собствен-

ных значений частоты тороидального и полоидального операторов в окрестности

определенной магнитной оболочки на расстоянии 𝐿 в плоскости экватора:

Ω𝑇𝑁(𝑥
1) = Ω0(1−

𝑥1

𝑙
),

— тороидальная частота,

Ω𝑃𝑁(𝑥
1) = Ω0(1−

𝑥1 +Δ

𝑙
)

— полоидальная частота (функции Ω𝑇𝑁(𝑥
1) и Ω𝑃𝑁(𝑥

1) являются монотонно убы-

вающими в большей части магнитосферы). Функции частоты 𝑥1𝑇𝑁(𝜔) и 𝑥1𝑃𝑁(𝜔) в

(1.98) являются координатами магнитных поверхностей на которых частота вол-

ны равна тороидальной и полоидальной частоте, т. е. 𝑥1𝑇𝑁(𝜔) и 𝑥1𝑃𝑁(𝜔) являются

решениями уравнений 𝜔 = Ω𝑇𝑁(𝑥
1) и 𝜔 = Ω𝑇𝑁(𝑥

1):

𝑥1𝑇𝑁(𝜔) = 𝑙(1− 𝜔

Ω0
), (1.100)

𝑥1𝑃𝑁(𝜔) = 𝑥1𝑇𝑁 −Δ𝑁 ,

где Δ𝑁 — расстояние между тороидальной и полоидальной поверхностями (в хо-

лодной плазме полоидальная поверхность всегда ближе к Земле, чем тороидаль-

ная).

Уравнение (1.98) имеет решение

𝑅𝑁(𝑥
1, 𝜔,𝑚) = 𝑖𝑞(𝜔,𝑚)𝐿

+∞∫︁
0

𝑑𝜅√︁
𝜅2 +𝑚2 𝑙2

𝐿2

exp

[︂
𝑖𝑘(𝜉 − 𝜉𝑇 (𝜔)) + 𝑖𝑚𝛿

𝑙

𝐿
arctan

𝜅𝐿

𝑚𝑙

]︂
.

(1.101)

Здесь введены следующие обозначения:

𝜉 = 𝑥1/𝑙, 𝜉𝑇 = 𝑥1𝑇𝑁/𝑙, 𝜉𝑃 = 𝑥1𝑃𝑁/𝑙, 𝛿 = Δ𝑁/𝑙.

Таким образом решение исходного волнового уравнения (1.94) согласно выра-

жениям (1.96, 1.97) есть

Φ(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑡) = ℛ𝑁(𝑥
1, 𝑥2, 𝑡)𝑇𝑁(𝑥

1, 𝑥3), (1.102)
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где

ℛ𝑁(𝑥
1, 𝑥2, 𝑡) =

+∞∫︁
−∞

𝑑𝜔

+∞∫︁
−∞

𝑑𝑚𝑅𝑁(𝑚,𝜔) exp(𝑖𝑚𝜙− 𝑖𝜔𝑡) (1.103)

– функция, определяющая поперечную структуру и эволюцию волны. Выражение

для ℛ𝑁 с учетом выражений (1.100, 1.101) приводится к виду:

ℛ𝑁 = 𝑖𝑞0𝐿

+∞∫︁
−∞

𝑑𝑚

+∞∫︁
0

𝑑𝜅
exp[𝑖Ψ(𝑚,𝜅)]√︁
𝜅2 +𝑚2 𝑙2

𝐿2

, (1.104)

где

Ψ(𝑚,𝜅) = 𝑚(𝜙− Ω𝑡) + 𝜅 (𝜉 − 1 +
𝑚Ω

Ω0
) +𝑚𝛿

𝑙

𝐿
arctan

𝜅𝐿

𝑚𝑙
. (1.105)

Выражение (1.104) выводится следующим образом. Запишем выражение (1.103)

используя выражения (1.100),(1.101) и выражение для 𝑞(𝜔,𝑚):

ℛ𝑁 =
𝑖𝑞0𝐿

2𝜋

+∞∫︁
−∞

𝑑𝑚

+∞∫︁
0

𝑑𝜅

exp

[︂
𝑖𝑚𝜙+ 𝑖𝑘(𝜉 − 1) + 𝑖𝑚𝛿

𝑙

𝐿
arctan

𝜅𝐿

𝑚𝑙

]︂
√︁
𝜅2 +𝑚2 𝑙2

𝐿2

×

×
+∞∫︁

−∞

𝑑𝑡′Θ(𝑡′) exp[−𝑖𝑚Ω𝑡′]

+∞∫︁
−∞

𝑑𝜔 exp[𝑖𝜔(𝑡− 𝑡′ + 𝜅/Ω0)].

Два последних интеграла в этом выражении преобразуются следующим образом:
+∞∫︁

−∞

𝑑𝑡′ . . .

+∞∫︁
−∞

𝑑𝜔 . . . = 2𝜋

+∞∫︁
−∞

𝑑𝑡′Θ(𝑡′) exp[−𝑖𝑚Ω𝑡′] 𝛿(𝑡′ − 𝑡+ 𝜅/Ω0) =

= 2𝜋Θ(𝑡− 𝜅/Ω0) exp

[︂
−𝑖𝑚Ω𝑡+ 𝜅

𝑚Ω

Ω0

]︂
.

В результате получаем

ℛ𝑁 = 𝑖𝑞0𝐿

+∞∫︁
−∞

𝑑𝑚

Ω0𝑡∫︁
0

𝑑𝜅

exp

[︂
𝑚(𝜙− Ω𝑡) + 𝜅 (𝜉 − 1 +

𝑚Ω

Ω0
) + 𝑖𝑚𝛿

𝑙

𝐿
arctan

𝜅𝐿

𝑚𝑙

]︂
√︁
𝜅2 +𝑚2 𝑙2

𝐿2

.

Это выражение приводится к формуле (1.104) при Ω0𝑡 → ∞ (верхний предел в

интеграле по 𝜅).

Выражение (1.104) справедливо для установившихся колебаний, когда Ω0𝑡≫ 1,

т. е. по истечении многих периодов после момента инжекции частиц в магнито-

сферу.
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Асимптотическое решение. В нашей работе мы будем рассматривать источник

движущийся со скоростью, намного меньшей альфвеновской скорости. В этом слу-

чае для вычисления двойного интеграла (1.104) воспользуемся методом стацио-

нарной фазы, считая большим параметром 𝜇 = Ω0/Ω. Найдем точку стационарной

фазы (𝑚0, 𝜅0) из условий

𝜕Ψ

𝜕𝜅

⃒⃒⃒⃒
𝑚0,𝜅0

= 0,
𝜕Ψ

𝜕𝑚

⃒⃒⃒⃒
𝑚0,𝜅0

= 0.

В результате имеем два уравнения, определяющие точку стационарной фазы:

𝑚0 + (𝜉 − 1)𝜇+ 𝜇𝛿

[︃
1 +

(︂
𝜅0𝐿

𝑚0𝑙

)︂2
]︃−1

= 0, (1.106)

𝜅0 + 𝜇(𝜙− Ω𝑡) + 𝜇𝛿
𝑙

𝐿
arctan

𝜅0𝐿

𝑚0𝑙
+ 𝜇𝛿

𝜅0
𝑚0

[︃
1 +

(︂
𝜅0𝐿

𝑚0𝑙

)︂2
]︃−1

= 0 (1.107)

Из уравнения (1.106) находим соотношение связывающее 𝜅0 и 𝑚0:

𝜅20 = 𝑚2
0

𝑙2

𝐿2

𝑚0Ω− Ω𝑃𝑁(𝜉)

Ω𝑇𝑁(𝜉)−𝑚0Ω
, (1.108)

где

Ω𝑇𝑁(𝜉) = Ω0(1− 𝜉), Ω𝑃𝑁(𝜉) = Ω0(1− 𝜉 − 𝛿).

Далее из уравнения (1.107) находим 𝜅0:

𝜅0 = 𝜇(Ω𝑡− 𝜑) (1.109)

В уравнении (1.107) мы не учитывали два последних слагаемых, т.к. они пропор-

циональны малому параметру 𝛿 = Δ𝑁/𝑙 << 1 (в холодной плазме расстояние

Δ𝑁 между тороидальной и полоидальной поверхностями мало по сравнению с

масштабом магнитосферы) и ограничены при |𝜅0| → ∞ и 𝑚0 → ∞. Таким об-

разом, данное приближение справедливо при |𝜙 − Ω𝑡| >> 𝛿, т.е. на расстоянии

от источника много большем Δ𝑁 . Далее из (1.108) и (1.109) получаем уравнение

определяющее 𝑚0:

𝜇2(Ω𝑡− 𝜙)2 = 𝑚2
0

𝑙2

𝐿2

𝑚0Ω− Ω𝑃𝑁(𝜉)

Ω𝑇𝑁(𝜉)−𝑚0Ω
. (1.110)

Рассмотрим два предельных случая:
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1) при приближении к источнику, когда (Ω𝑡− 𝜙) → 0,

𝑚0 → 𝑚𝑃 =
Ω𝑃𝑁

Ω
;

2) при удалении от источника, когда |Ω𝑡− 𝜙| → ∞,

𝑚0 → 𝑚𝑇 =
Ω𝑇𝑁

Ω
.

Таким образом 𝑚0 изменяется в относительно узком интервале шириной 𝜇𝛿, от

значения 𝑚𝑃 , вблизи источника, до значения 𝑚𝑇 , при удалении от источника на

большое расстояние или по истечении бесконечно большого времени после его

прохождения. Воспользовавшись этим фактом, представим 𝑚0 в виде разложения

𝑚0 = 𝑚𝑇 +𝑚′𝛿.

Подставляя это выражение в уравнение (1.110), и пренебрегая слагаемыми про-

порциональными 𝛿2 и 𝛿3 находим 𝑚′. В результате получаем выражение для 𝑚0:

𝑚0 = 𝑚𝑇 − 𝜇𝛿

[︂
1 +

𝜇2𝐿2

𝑚2
𝑇 𝑙

2
(Ω𝑡− 𝜙)2

]︂−1

. (1.111)

В окрестности точки стационарной фазы (𝑚0, 𝜅0) справедливо разложение фазы

(1.105):

Ψ(𝜅,𝑚) = Ψ(𝜅0,𝑚0)+
1

2
𝐴(𝜅−𝜅0)2+

1

2
𝐵(𝑚−𝑚0)

2+𝐶(𝜅−𝜅0)(𝑚−𝑚0), (1.112)

где

𝐴 =
𝜕2Ψ

𝜕𝜅2

⃒⃒⃒⃒
𝑚0,𝜅0

= −𝜅−1
0 𝑈,

𝐵 =
𝜕2Ψ

𝜕𝑚2

⃒⃒⃒⃒
𝑚0,𝜅0

= −𝜅−1
0 𝑈

(︂
𝜅0
𝑚0

)︂2

,

𝐶 =
𝜕2Ψ

𝜕𝜅𝜕𝑚

⃒⃒⃒⃒
𝑚0,𝜅0

= 𝜇−1 +𝑚−1
0 𝑈,

𝑈 = 2𝛿

(︂
𝜅0𝐿

𝑚0𝑙

)︂2
[︃
1 +

(︂
𝜅0𝐿

𝑚0𝑙

)︂2
]︃−2

.

Величина 𝑈 входящая в это выражение пропорциональны малому параметру 𝛿 и

ограничена, величины 𝑚0 и 𝜅0 пропорциональны большому параметру 𝜇, следова-
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тельно 𝐴 и 𝐵 пропорциональны 𝛿/𝜇, а величина 𝐶 ≃ 1/𝜇. В результате разложе-

ние фазы (1.112) запишется в виде

Ψ(𝜅,𝑚) = Ψ(𝜅0,𝑚0) + 𝜇−1(𝜅− 𝜅0)(𝑚−𝑚0). (1.113)

Далее, следуя методу стационарной фазы, выражение (1.104) для ℛ𝑁 приводится

к виду

ℛ𝑁 =
𝑖𝑞0𝐿 exp[𝑖Ψ(𝜅0,𝑚0)]√︁

𝜅20 +𝑚2
0
𝑙2

𝐿2

+∞∫︁
0

𝑑𝜅

+∞∫︁
−∞

𝑑𝑚 exp[𝑖𝜇−1(𝜅− 𝜅0)(𝑚−𝑚0)].

После вычислений интегралов в этом выражении окончательно получаем прибли-

женное выражение для ℛ𝑁 :

ℛ𝑁 = 𝒜0 𝑒
𝑖Ψ0 (1.114)

где

Ψ0 ≡ Ψ(𝜅0,𝑚0) = (𝜇𝜙− Ω0𝑡)(1− 𝜉) +𝑚0𝛿
𝑙

𝐿
arctan

(Ω𝑡− 𝜙)𝜇𝐿

𝑚0𝑙
(1.115)

– фаза волны,

𝒜0 = 𝑖2𝜋𝑞0𝐿

[︂
(Ω𝑡− 𝜙)2 +

𝑚2
0𝑙

2

𝜇2𝐿2

]︂−1/2

Θ(Ω𝑡− 𝜙) (1.116)

— амплитуда волны. Так как в выражении (1.116) стоит Θ(Ω𝑡 − 𝜙), то в данном

приближении перед источником волновое поле отсутствует.

Из выражения для фазы (1.115) нетрудно определить частоту волны, длину вол-

ны по азимуту и в радиальном направлении. Значения этих величин приближенно

определяются выражениями:

𝜔 = Ω𝑇𝑁 − Ω0𝛿

[︂
1 +

𝜇2𝐿2

𝑚2
0𝑙

2
(Ω𝑡− 𝜙)2

]︂−1

(1.117)

— циклическая частота волны,

𝜆𝜙 =
2𝜋

𝑘𝜙
=

2𝜋𝐿

𝑚0
, 𝑘𝜙 =

𝑚0

𝐿
, (1.118)

— азимутальная длина волны и азимутальная проекция волнового вектора,

𝜆𝑟 =
2𝜋

𝑘𝑟
=

2𝜋𝑙

𝜇(Ω𝑡− 𝜙)
, 𝑘𝑟 =

𝜅0
𝑙

(1.119)
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Рисунок 33. Линии постоянной фазы. Здесь линии соответствуют значениям фазы

кратным 2𝜋, источник движется слева на право, положению источника

соответствует 𝜙− Ω𝑡 = 0, 𝜉 = 𝑥1/𝑙 — обезразмеренная радиальная координата.

— радиальная длина волны и радиальная проекция волнового вектора. Таким об-

разом, частота и азимутальная длина волны зависят от радиальной координаты 𝑥1.

Эти величины также зависят от времени: по мере удаления источника 𝜔 изменя-

ется от Ω𝑃𝑁 до Ω𝑇𝑁 , а 𝜆𝜙 от 2𝜋𝐿/𝑚𝑃 до 2𝜋𝐿/𝑚𝑇 . Однако эта зависимость очень

слабая, т.к. в холодной плазме Ω𝑃𝑁 ≈ Ω𝑇𝑁 .

Что гораздо важнее, радиальная компонента волнового вектора сильно зависит

от времени. При Ω𝑡−𝜙 ≃ 0 эта величина очень мала, 𝑘𝑟 ≪ 𝑘𝜙. Радиальная компо-

нента увеличивается по мере удаления источника от заданной точки по азимуталь-

ной координате (рис. 33), 𝑘𝑟 → ∞ при Ω𝑡−𝜙→ ∞. Но через соотношение между

𝑘𝑟 и 𝑘𝜙 выражается поляризация волны: |𝐸𝜙/𝐸𝑟| = 𝑘𝜙/𝑘𝑟. Таким образом, сразу

после рождения волна является полоидально-поляризованной (𝐸𝑟 ≪ 𝐸𝜙), но с те-

чением времени она меняет свою поляризацию, трансформируясь в тороидальную

(𝐸𝑟 ≫ 𝐸𝜙). При удалении от источника азимутальная компонента вектора напря-

женности электрического поля 𝐸𝜙 уменьшается как (Ω𝑡 − 𝜙)−1, а радиальная 𝐸𝑟

напротив стремится к постоянной величине, так что амплитуда осцилляций напря-

женности электрического поля E волны остается всегда постоянной. Характерное

время трансформации составляет

𝜏 =
𝑚0𝑙

𝜔𝐿
∼ 𝑚0𝜔

−1 = Ω−1, (1.120)
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что соответствует удалению от источника на достаточно большое угловое рассто-

яние 𝜑 = Ω𝜏 ∼ 1. Аналогичная трансформация волны из полоидальной в торои-

дальную имеет место и в случае импульсного возбуждения альфвеновской волны,

причем с таким же характерным временем трансформации 𝜏 ∼ 𝑚/𝜔 (𝑚 — азиму-

тальное волновое число).

Амплитуда волны. Оценим амплитуду генерируемой волны. Исходя из выраже-

ний (1.99), (1.102) и (1.116) имеем, что

Φ ∼ 2𝜋𝑒𝐿2

𝑐2𝜇
⟨𝑛0

√
𝑔𝑇𝑁⟩𝑇𝑁 ∼ 2𝜋𝑒𝑛0𝐿

2𝑣2𝐴
𝑐2𝜇

,

здесь использовано условие нормировки 𝑇𝑁 , из которого следует, что 𝑇𝑁 ∼ 𝑣𝐴/𝐿

и ⟨𝑛0
√
𝑔𝑇𝑁⟩ ∼ 𝑛0𝑣𝐴𝐿. Далее находим напряженность электрического поля волны

𝐸 ∼ 𝜇

𝐿
Φ ∼ 2𝜋𝑒𝑛0𝐿𝑣

2
𝐴

𝑐2
, (1.121)

а следовательно и магнитное поле волны

𝑏 ∼ 𝑐

𝑣𝐴
𝐸 ∼ 2𝜋𝑒𝑛0𝐿𝑣𝐴

𝑐
. (1.122)

Пользуясь выражением (1.122) найдем концентрацию протонов 𝑛0 в дрейфующем

облаке, необходимую для генерации альфвеновских колебаний в магнитосфере с

наблюдаемыми значениями амплитуды магнитного поля 𝑏:

𝑛0 ∼
𝑏𝑐

2𝜋𝑒𝐿𝑣𝐴
.

Амплитуда азимутально-мелкомасштабных колебаний в магнитосфере достига-

ет значений 𝑏 ∼ 40 · 10−5 Гс, их периоды порядка 100 с, азимутальные волновые

числа 𝑚 ∼ 20 − 100, наиболее часто они наблюдаются в окрестности магнит-

ной оболочки с радиальной координатой ∼ 6 радиусов Земли. Характерное значе-

ние альфвеновской скорости 𝑣𝐴 ∼ 1000 км/с. Для генерации альфвеновских волн

с такими свойствами необходима концентрация протонов в дрейфующем облаке

𝑛0 ∼ 10−2 см−3, что намного меньше концентрации частиц фоновой (холодной)

плазмы; энергия частиц (протонов) 𝜖, определяющая скорость дрейфа протонов в

неоднородном магнитном поле (скорость источника Ω), должна составлять около
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50 кэВ (волна генерируется с 𝑚 ∼ 𝜔/Ω). Действительно, как было установлено

в работах [Baddeley et al., 2002, 2004, 2005b; Wilson et al., 2006] одновременно с

азимутально-мелкомасштабными колебаниями в магнитосфере часто наблюдаются

частицы, имеющие функции распределения с инверсными участками, приходящи-

мися на энергии порядка 50 кэВ.

1.4.2 Движение фазы в сторону экватора при наблюдениях полоидальных альфвеновских

волн на радарах

При радарных наблюдениях полоидальные волны с большими 𝑚 показывают за-

падное по азимуту и экваториальное по широте распространение фазы [Tian et al.,

1991; Yeoman et al., 1992]. Западное распространение фазы объясняется тем, что

волны генерируются энергичными протонами, скорости дрейфа которых направле-

ны на запад. Труднее обстоят дела с экваториальным направлением. Традиционная

теория альфвеновских волн в магнитосфере предсказывает, что распространение

фазы должно быть экваториальным.

Например, представим себе, что волна возбуждена внезапным импульсом с ази-

мутальной структурой в виде 𝑒𝑖𝑚𝜙. Поскольку каждая силовая линия колеблется со

своей собственной частотой, структура волнового поля дается выражением

𝐸 = |𝐸|𝑒𝑖Ψ (1.123)

где фаза волны

Ψ = −𝜔(𝑥)𝑡+𝑚𝜙, (1.124)

и Ω(𝑥) — резонансная частота на радиальной координате 𝑥. В данном случае раз-

личие между полоидальной и тороидальной частотами не представляет особой

важности, поскольку они близки друг к другу. Азимутальное волновое число 𝑚

определяется структурой импульса по азимутальной координате. Радиальная ком-

понента волнового вектора — это производная фазы по радиальной координате,

т.е.

𝑘𝑥 ≡
𝜕Ψ

𝜕𝑥
= −𝑑𝜔(𝑥)

𝑑𝑥
𝑡.
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Но поскольку собственная частота (за пределами внутренней кромки плазмопау-

зы) убывает с расстоянием, величина 𝑘𝑥 должна быть положительной, что в про-

екции на ионосферу означает распространение фазы в сторону полюса. Именно

такое поведение характерно для тороидальных пульсаций с малыми 𝑚. Высказы-

валось предположение, что все наблюдаемые на радарах волны генерируются в той

единственной области, где собственная частота альфвеновских волн растет с рас-

стоянием, т.е. на внутренней кромке плазмопаузы [Tian et al., 1991]. Дальнейшие

наблюдения, однако, не подтвердили это предположение.

Здесь мы покажем, что экваториальное распространение фазы получает есте-

ственное объяснение в теории движущегося источника, достаточно допустить

только, что частицы распределены по энергии таким образом, что их угловая дрей-

фовая скорость растет с увеличением расстояния от Земли. Хотя до сих пор такая

теория не была детально разработана, ее основные черты можно уяснить исходя

из довольно простых полукачественных соображений.

Пусть источник является азимутально-движущейся неоднородностью плазмы.

Такой источник можно считать тем же внезапным импульсом, но распространяю-

щимся по азимуту с дрейфовой угловой скоростью 𝜔𝑑(𝑥). Учитывая тот факт, что

энергия альфеновских волн практически не распространяется поперек магнитных

оболочек, уравнение (1.123) нужно заменить на уравнение

𝐸 = Θ(𝜔𝑑𝑡− 𝜙)|𝐸|𝑒𝑖Ψ. (1.125)

Здесь Θ(𝜔𝑑𝑡−𝜙) — ступенчатая функция Хевисайда. Фаза волны по прежнему да-

ется выражением (1.124), но 𝑚 уже не является произвольным. В системе отсчета

движущегося источника фаза волны прямо за источником должна быть постоянной

величиной, поэтому из-за эффекта Доплера частота 𝜔′ = 𝜔−𝑚𝜔𝑑 должна быть рав-

на нулю. Следовательно, азимутальное волновое число определяется выражением

𝑚 =
𝜔(𝑥)

𝜔𝑑(𝑥)
. (1.126)

Эта величина зависит от радиальной координаты (попросту говоря, волны с раз-

личными 𝑚 будут резонировать с источником при разных 𝑥). Окончательно полу-
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чаем следующее выражение для фазы:

Ψ = −𝜔(𝑥)𝑡+ 𝜔(𝑥)

𝜔𝑑(𝑥)
𝜙. (1.127)

Отсюда радиальная компонента волнового вектора

𝑘𝑥 = −
(︂
𝜔

𝜔𝑑

)︂′
(𝜔𝑑𝑡− 𝜙)− 𝜔𝑡

𝜔′
𝑑

𝜔𝑑
(1.128)

(штрих означает производную по радиальной координате).

Пусть дрейфовая скорость 𝜔𝑑(𝑥) растет с радиальной координатой, 𝑑𝜔𝑑/𝑑𝑥 > 0

(такая ситуация возможна при условии значительных потерь инжектированных

протонов [Southwood, 1980]). Тогда первое слагаемое в правой части (1.128) по-

ложительное, второе отрицательное, и очевидно, что сразу после момента прохож-

дения источника (𝑡0 = 𝜙/𝜔𝑑) радиальная компонента волнового вектора в точке с

данной азимутальной координатой отрицательна: 𝑘𝑥 < 0. В проекции на ионосфе-

ру это означает экваториальное распространение фазы. Однако в момент времени

𝑡 = 𝜙
(𝜔/𝜔𝑑)

′

𝜔′

величина 𝑘𝑥 меняет свой знак и становится положительной.

Такому поведению можно дать следующую интерпретацию. Нарисуем линии

постоянной фазы на плоскости 𝑥-𝜙 (рис. 34). Вся эта картина сдвигается в правую

сторону. Сразу рядом с источником линии постоянной фазы идут параллельно ис-

точнику. Благодаря увеличению скорости дрейфа с расстоянием линии постоянной

фазы направлены под острым углом к линиям 𝑥 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 (угол измеряется против

часовой стрелки), что ведет к экваториальному направлению фазы и отрицатель-

ной величине 𝑘𝑥. Вблизи источника волну можно считать плоской (линии постоян-

ной фазы идут почти параллельно друг другу), следовательно, разность фаз между

двумя точками с одинаковыми координатами 𝜙 определяется как ΔΨ ≃ 𝑘𝑥(𝑥2−𝑥1).

Если 𝑥2 > 𝑥1, то эта разность отрицательна. Но через некоторое время каждая си-

ловая линия начинает осциллировать со своей собственной частотой, убывающей

с расстоянием, что приводит к разбеганию по фазам. Благодаря этому разность фаз

становится равной ΔΨ ≃ 𝑘𝑥(𝑥2 − 𝑥1) − (Ω(𝑥2) − 𝜔(𝑥1))𝑡. Здесь 𝜔(𝑥2) < 𝜔(𝑥1),
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Рисунок 34. Линии постоянной фазы волны, образованные движущимся

источником (скорость дрейфа растет с расстоянием). Пунктирная линия

обозначает движущийся источник, положительный угол 𝜑 — направление дрейфа

(в случае протонов — на запад). Жирная линия соответствует 𝑘𝑥 = 0 (чисто

полоидальная поляризация волны). Ниже этой линии фазовая скорость

направлена к Земле, выше — от Земли

поэтому величина ΔΨ убывает со временем, и в некоторый момент меняет свой

знак.

Заключение. В общих чертах картина генерации альфвеновской волны, обуслов-

ленная движением неоднородности плазмы (азимутальный дрейф облака энергич-

ных частиц), следующая. В данной точке по азимутальной координате волна появ-

ляется сразу после прохождения облака. При этом направление ее распространения

совпадает с направлением движения источника, поляризация является полоидаль-

ной. По мере того как источник удаляется от заданной точки, волна постепенно

трансформируется в тороидальную. При реалистичных предположениях о концен-

трации и энергии частиц амплитуды генерируемых волн близки к наблюдаемым.

Изученный механизм позволяет объяснить особенности азимутально-

мелкомасштабных волн в магнитосфере:

(1) Азимутальное волновое число 𝑚 полностью определяется собственной ча-

стотой продольной гармоники 𝜔 ∼ Ω𝑃𝑁(𝑥
1) и скоростью движения источника Ω,
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𝑚 ∼ 𝜔/Ω. Это объясняет то, что наблюдаемые волны имеют четко определенные

значения азимутальных волновых чисел 𝑚.

(2) В соответствии с наблюдениями, фазовая скорость полоидальных альфве-

новских волн совпадает с направлением дрейфа протонов.

(3) Несмотря на трансформацию в тороидальную волну, в данной точке по ази-

муту волна остается полоидальной в течении достаточно большого промежутка

времени 𝜏 ∼ 𝑚/𝜔. Это соответствует достаточно большому угловому расстоя-

нию от источника 𝜑 = Ω𝜏 ∼ 1. Кроме того, в некотором смысле слова волна

всегда остается полоидальной, поскольку источник продолжает двигаться в ази-

мутальном направлении, генерируя полоидальную волну все в новых и новых

точках пространства. Если учесть затухание волны (например, за счет конечной

проводимости ионосферы) то волна просто не успеет трансформироваться в торо-

идальную, и максимальная амплитуда волны будет соответствовать полоидальной

поляризации.

Предложенный механизм можно приложить к объяснению ряда наблюдательных

данных о полоидальных волнах типов Pc4-5. Так, в работе [Zolotukhina et al., 2008]

было детально изучено временно́е поведение магнитного поля волны Pc5, появив-

шейся в точке геостационарной орбиты в тот момент, когда туда прибыли частицы,

инжектированные во время суббури. Было показано, что это поведение согласует-

ся с теорией. В обширном статистическом исследовании [James et al., 2013] было

установлено, что волна каждый раз возникала в тот момент, когда в данную точ-

ку прибывали частицы, при этом волны, наблюдаемые к западу или востоку от

онсета суббури, распространялись, соответственно, на запад или восток, то есть

убегали от точки онсета. Это согласуется с тем, что эти волны генерировались,

соответственно, протонами или электронами, инжектированными во время суббу-

ри. В работе [Моисеев и др., 2020] по наземным наблюдениям (геомагнитным и

риометрическим) обнаружено азимутальное распространение пульсаций типа Pi3

со скоростями, соответствующим скоростям распространения суббуревых инжек-

ций электронов. Наконец, предложенный механизм дает естественное объяснение
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экваториальному распространение фазы полоидальных волн с 𝑚 ≫ 1, регулярно

наблюдающемуся с помощью радаров: достаточно только допустить, что дрейфо-

вая скорость инжектированных частиц растет с расстоянием.

1.5 Выводы к Главе 1

Перечислим основные результаты, полученные в данной главе.

1. Рассмотрена пространственно-временная структура волнового поля в присут-

ствии неустойчивости, связанной с резонансной передачей энергии от высокоэнер-

гичных частиц альфвеновской волне. Изучены два случая: (1) монохроматическая

волна (источник — дельта-функция от частоты) и (2) импульсно-генерированная

волна (источник — дельта-функция от времени). Учтена кривизна силовых ли-

ний и конечное плазменное давление. Инкремент неустойчивости максимален для

полоидально-поляризованных волн и равен нулю для волн с тороидальной по-

ляризацией. Тем не менее, установлено, что в обоих случаях неустойчивость в

конечном итоге порождает тороидальную волну. Это связано с трансформацией

волны из полоидальной в тороидальную, вызванную в первом случае поляриза-

ционным расщеплением спектра (в конечном итоге кривизной силовых линий) и

разбеганием по фазам во втором случае. Высказано предположение, что полои-

дальные альфвеновские волны все же могут возбуждаться неустойчивостями, если

их основная часть представляет собой собственные моды (или суперпозиции соб-

ственных мод) резонатора поперек магнитных оболочек, существование которого

было предсказано в работах [Vetoulis and Chen, 1994; Leonovich and Mazur, 1995b;

Klimushkin, 1998a].

2. Рассмотрена пространственно-временная структура альфвеновских волн, ге-

нерированных импульсными источниками более сложного вида: (1) импульс ко-

нечной длительности, широко распределенный поперек L-оболочек, и (2) резкий

импульс, сконцентрированный на одной L-оболочке.

Первая задача имеет большое значение для изучения установления структуры

монохроматической альфвеновской волны. Установлено, что эволюция волнового
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поля делится на несколько фаз. На первой фазе (сразу после включения источника)

эволюция волны определяется явлением разбегания по фазам. При этом вблизи по-

лоидальной поверхности формируется волновой фронт, движущийся с групповой

скоростью поперек магнитных оболочек по направлению к тороидальной поверх-

ности. Наличие поперечной групповой скорости альфвеновской волны связано с

поляризационным расщеплением спектра. При прохождении фронта через неко-

торую точку амплитуда волны резко повышается. В тех точках, куда фронт еще

не дошел, происходит эволюция волнового поля, определяемая разбеганием по

фазам. После прохождения волнового фронта в данной точке формируется прак-

тически установившаяся монохроматическая волна. При выключении источника

формируется новый волновой фронт, который как бы уносит с собой структуру,

характерную для монохроматической волны. После прохождения второго волново-

го фронта амплитуда волны резко уменьшается, а эволюция волнового поля снова

начинает определяться разбеганием по фазам.

Вторая задача имеет отношение к генерации альфвеновских волн импульсом

давления солнечного ветра, который эквивалентен импульсу поверхностного тока

Чепмена-Ферраро, текущего по магнитопаузе. Непосредственно после импульса

в магнитном поле волны присутствуют как полоидальные, так и тороидальные

компоненты. Амплитуда волны экспоненциально уменьшается с расстоянием от

источника. Полоидальная составляющая колеблется в режиме биения. Из-за разбе-

гания по фазам ее амплитуда уменьшается со временем, но растет амплитуда то-

роидальной компоненты. В тороидальной составляющей биение выражено менее

заметно. Общая энергия, интегрированная по всему объему плазмы, сохраняется.

По прошествии времени волновое поле разделяется на тонкое ядро и широкий

хвост колебания: плотность энергии вблизи магнитной оболочки источника растет,

в то время как вдали от источника она значительно уменьшается, наконец дости-

гая некоторого небольшого постоянного значения. Таким образом, на поверхности

источника постепенно «вызревает» волна Альфвена с частотой, равной локальной

альфвеновской частоте на этой поверхности. В хвосте волнового поля каждая си-
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ловая линия колеблется с локальной альфвеновской частотой на своей магнитной

оболочке.

3. Изучена генерация альфвеновской волны движущимся облаком плазмы. Та-

кие облака могут возникать при суббуревых инжекциях заряженных частиц. Уста-

новлено, что волна появляется в данной точке сразу после прохождения облака.

Направление ее распространения по азимуту совпадает с направлением движе-

ния источника. Сразу после прохождения облака поляризация волны является по-

лоидальной. По мере удаления источника от заданной точки волна постепенно

трансформируется в тороидальную. Азимутальное волновое число 𝑚 определяет-

ся из соотношения 𝑚 = Ω/𝜔𝑑, где Ω — собственная альфвеновская частота на

данной L-оболочке, которая медленно меняется от полоидальной до тороидальной

собственной частоты (различие между ними вызвано поляризационным расщепле-

нием спектра). Это соотношение напоминает условие дрейфового резонанса при

обмене энергии между волнами и частицами, но имеет совершенно другой физиче-

ски смысл. При реалистичных предположениях о концентрации и энергии частиц

амплитуды генерируемых волн близки к наблюдаемым. Высказано предположение,

что предложенный механизм можно приложить к объяснению ряда наблюдатель-

ных данных о полоидальных волнах типов Pc4-5.

Основное содержание этой главы основано на публикациях из списка в разделе

«Общая характеристика работы»: [2, 6, 7, 11, 12, 14, 17].
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Глава 2

Сцепление альфвеновской и

компрессионной мод: гидродинамическое

рассмотрение

Как известно, в горячей замагниченной плазме существует три моды МГД-

колебаний: альфвеновская, быстрый магнитный звук (БМЗ) и медленный магнит-

ный звук (ММЗ). Две последние моды часто называются компрессионными, по-

скольку сопровождаются значительными изменениями не только направления, но

и величины магнитного поля волны. В однородной плазме эти колебания распро-

страняются независимо. Однако в неоднородной плазме эти моды, как говорят,

сцеплены [Alperovich and Fedorov, 2007; Леонович и Мазур, 2016]. Примеры сцеп-

ления различных МГД-мод были во Введении. В первую очередь, это альфвенов-

ский резонанс, который играет важную роль при сравнительно небольших значе-

ниях азимутального волнового числа, 𝑚 ∼ 1 [Chen and Hasegawa, 1974; Southwood,

1974], а также сцепление альфвеновских волн и ММЗ, имеющее большое значение

для азимутально-мелкомасштабных колебаний (𝑚 ≫ 1) [Southwood and Saunders,

1985; Walker, 1987].

Данная глава посвящена изучению сцепления МГД-мод при различных усло-

виях. Используется криволинейная ортогональная система координат {𝑥1, 𝑥2, 𝑥3},

привязанная к силовым линиям (см. раздел 1.2.1).
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2.1 Сцепление альфвеновских и быстрых магнитозвуковых волн в плазме

с тяжелыми ионами

Результатом сцепления альфвеновской моды и БМЗ является альфвеновский резо-

нанс. Это явление заключается в том, что БМЗ, генерированный при взаимодей-

ствии с солнечным ветром вблизи магнитопаузы, распространяется внутрь маг-

нитосферы и отражается доходя до некоторой предельной магнитной оболочки;

однако часть энергии БМЗ просачивается внутрь магнитосферы и доходит до ре-

зонансной поверхности, определяемой как магнитная оболочка, где частота коле-

баний равна собственной частоте альфвеновской волны. Вблизи резонансной по-

верхности возбуждается тороидально-поляризованная альфвеновская волна. Суще-

ствование альфвеновского резонанса в магнитосфере Земли подтверждается мно-

гочисленными экспериментальными данными, полученными с помощью наземных

магнитометров [Saka et al., 1983; Samson et al., 1991], радаров [Yeoman et al., 1997],

спутников [Agapitov et al., 2009], оптических камер [Samson et al., 1996].

Помимо магнитосферы Земли, УНЧ-волны наблюдались и в магнитосферах дру-

гих планет Солнечной системы. В частности, в 1989 году при анализе данных с

космического аппарата «Маринер-10» были открыты волны в магнитосфере Мер-

курия [Russell, 1989]. Впоследствии УНЧ-волны вблизи Меркурия наблюдались и

с помощью космического аппарата «Мессенджер» [Boardsen et al., 2012; Kim et al.,

2015; James et al., 2019]. Особенностью меркурианской магнитосферы является ее

маленький размер: магнитный момент планеты достаточно мал, плотность потока

солнечного ветра на ее орбите очень велика. Благодаря этому магнитные сило-

вые линии оказываются очень короткими, и собственные частоты альфвеновских

колебаний — малыми. С другой стороны, наблюдения с КА «Маринер-10» и «Мес-

сенджер» показали, что плазма меркурианской магнитосферы насыщена тяжелыми

ионами (натрием и гелием) [Zurbuchen et al., 2011; Raines et al., 2015]. Ларморов-

ские периоды этих ядер сопоставимы с собственными частотами альфвеновских

колебаний. Следовательно, при теоретическом изучении колебаний меркурианской
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магнитосферы в принципе необходимо учитывать тяжелые ионы [Glassmeier et al.,

2004].

B частности, возникает вопрос, при каком условии в меркурианской магнито-

сфере возможно резонансное взаимодействие альфвеновских волн и быстрого маг-

нитного звука. В работе [Othmer et al., 1999] был сделан вывод, что оно возникает

при совпадении частоты волны с так называемой частотой кроссовера. Здесь мы

произведем более полный анализ проблемы [Glassmeier et al., 2003].

В земной магнитосфере эффекты тяжелых ионов важны для микропульсаций

типа Pc1,2, Pi1, особенно в ходе магнитных бурь, когда тяжелые ионы (в основном,

ионы кислорода) поступают из ионосферы в магнитосферу.

2.1.1 Система волновых уравнений

Для изучения волн в магнитосфере Меркурия будет использоваться система кор-

динат (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3), ориентированная по магнитному полю (см. рис. 13). В холодной

бесстолкновительной плазме система уравнений Максвелла приводится к виду

∇× 𝐸⃗ = 𝑖𝜔𝑏⃗, (2.1)

∇× 𝑏⃗ = −𝑖 𝜔
𝑐2
𝜀𝐸⃗. (2.2)

Здесь 𝐸⃗ — электрическое и 𝑏⃗ — магнитное поле волны, 𝜔 — частота волны, тензор

диаэлектрической проницаемости имеет вид

𝜀 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝜀⊥ −𝑖𝜂 0

𝑖𝜂 𝜀⊥ 0

0 0 𝜀‖

⎞⎟⎟⎟⎠ . (2.3)

При этом считаются выполненными два других уравнения Максвелла ∇ · 𝐸⃗ = 0

(при отсутствии объемных зарядов) и ∇ · 𝑏⃗ = 0.

Рассмотрим волны с частотами существенно ниже циклотронной частоты элек-

тронов Ω𝑐𝑒. Для таких волн тензор диэлектрической проницаемости принимает вид
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(в пренебрежении током смещения)

𝜀‖ = −
Ω2
𝑝𝑒

𝜔2
,

𝜀⊥ =
Ω2
𝑝𝐻

Ω2
𝑐𝐻 − 𝜔2

+
Ω2
𝑝𝑁𝑎

Ω2
𝑐𝑁𝑎 − 𝜔2

,

𝜂 =
Ω2
𝑝𝑒

𝜔Ω𝑐𝑒
− Ω𝑐𝐻

𝜔

Ω2
𝑝𝐻

Ω2
𝑐𝐻 − 𝜔2

− Ω𝑐𝑁𝑎

𝜔

Ω2
𝑝𝑁𝑎

Ω2
𝑐𝑁𝑎 − 𝜔2

,

где Ω𝑝 и Ω𝑐 — плазменная и циклотронные частоты, и второй индекс у частоты

обозначает компоненты плазмы — электроны (e), протоны (H), и тяжелые ионы

(Na).

Из уравнений (2.1, 2.2) получаем уравнение для электрического поля волны

∇×∇× 𝐸⃗ =
𝜔2

𝑐2
𝜀𝐸⃗. (2.4)

Уравнения (2.4) представляют собой систему дифференциальных уравнений в

частных производных для трех компонент электрического поля волны 𝐸⃗ =

(𝐸1, 𝐸2, 𝐸3), где 𝐸1 и 𝐸2 — поперечные компоненты по отношению к фоновому

магнитному полю, и 𝐸3 — продольная компонента. Произведя операцию дивер-

генции уравнения (2.2), мы получим формулу ∇ · 𝜀𝐸⃗ = 0, которая эквивалентна

уравнению непрерывности тока ∇· 𝑗⃗ = 0. Рассматривая это соотношение покомпо-

нентно, выражаем продольное электрическое поле через компоненты поперечного:

𝜕3

√
𝑔

𝑔3
𝜀||𝐸3 = −𝜕1

√
𝑔

𝑔1
(𝜀⊥𝐸1 − 𝑖𝜂𝐸2)− 𝜕2

√
𝑔

𝑔2
(𝜀⊥𝐸2 + 𝑖𝜂𝐸1), (2.5)

гдe обозначено 𝜕𝑖 = 𝜕/𝜕𝑥𝑖. Отметим, что в аксиально-симметричной магнитосфе-

ре производные по азимутальной координате (𝑥2) пропорциональны азимутально-

му волновому числу 𝑚: 𝜕2 = 𝑖𝑚.

В частотном диапазоне 𝜔 ∼ Ω𝑐𝐻 ,Ω𝑐𝑁𝑎 компоненты диэлектрического тензо-

ра 𝜀 удовлетворяют условию 𝜀‖ ≫ 𝜀⊥, 𝜂. Отсюда и из формулы (2.5) следует,

что параллельное электрическое поле волны 𝐸3 существенно меньше поперечных

компонент 𝐸1 and 𝐸2. Таким образом, электрическое поле волны является прак-

тически двумерным, лежащим на поверхностях, ортогональным силовым линиям:
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𝐸⃗ = (𝐸1, 𝐸2, 0). Тогда уравнение (2.4) сводится к виду

(𝐿𝑖𝑗 + 𝑃 𝑖𝑗 +𝑄𝑖𝑗)𝐸𝑗 = 0, (2.6)

где обозначено:

𝐿𝑖𝑗 =

⎛⎜⎝ 𝐿̂𝑇 0

0 𝐿̂𝑃

⎞⎟⎠ , 𝑃 𝑖𝑗 =

⎛⎜⎜⎝
𝜕2
𝑔3√
𝑔
𝜕2 −𝜕2

𝑔3√
𝑔
𝜕1

−𝜕1
𝑔3√
𝑔
𝜕2 𝜕1

𝑔3√
𝑔
𝜕1

⎞⎟⎟⎠

𝑄𝑖𝑗 =

⎛⎜⎝ 0 −𝑖√𝑔3
𝜔2

𝑐2
𝜂

𝑖
√
𝑔3
𝜔2

𝑐2
𝜂 0

⎞⎟⎠ ,

и

𝐿̂𝑇 = 𝜕3
𝑔2√
𝑔
𝜕3 +

√
𝑔

𝑔1
𝜀⊥
𝜔2

𝑐2
,

𝐿̂𝑃 = 𝜕3
𝑔1√
𝑔
𝜕3 +

√
𝑔

𝑔2
𝜀⊥
𝜔2

𝑐2
.

В формуле (2.6) и ниже индексы 𝑖 и 𝑗 принимают значения 1 и 2, подразумевается

суммирование по повторяющимся индексам.

Двумерное векторное поле 𝐸⃗ может быть разбито на потенциальную и вихревую

компоненты:

𝐸⃗ = −∇⊥Φ +∇⊥ × 𝑒⃗||Ψ, (2.7)

где 𝑒⃗|| = 𝐵⃗/𝐵 — единичный вектор вдоль направления равновесного магнитного

поля, ∇⊥ — двумерный оператор Гамильтона на поверхности (𝑥1, 𝑥2). В однород-

ной плазме в МГД-приближении (𝜔 ≪ Ω𝑐;𝑖,𝑒), «потенциалы» Φ и Ψ описывают

электрическое поле альфвеновской волны и быстрого магнитного звука, соответ-

ственно [Климушкин, 1994; Glassmeier, 1995; Fedorov et al., 1998; Itonaga et al.,

2000].

Подставляя в (2.6) выражение (2.7) и действуя оператором 𝜕𝑖, получаем уравне-

ние, связывающее «потенциалы» Φ и Ψ:[︁
𝜕1𝐿̂𝑇𝜕1 + 𝜕2𝐿̂𝑃𝜕2

]︁
Φ − 𝑖

𝜔2

𝑐2
[𝜕1

√
𝑔3 𝜂 𝜕2 − 𝜕2

√
𝑔3 𝜂 𝜕1] Φ =

𝑖
𝜔2

𝑐2

[︂
𝜕1

√︂
𝑔1
𝑔2
𝜂 𝜕1 + 𝜕2

√︂
𝑔2
𝑔1
𝜂 𝜕2

]︂
Ψ +

[︂
𝜕1𝐿̂𝑇

𝑔1√
𝑔
𝜕2 − 𝜕2𝐿̂𝑃

𝑔2√
𝑔
𝜕1

]︂
Ψ. (2.8)
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Для получения второго уравнения, связывающего «потенциалы» Φ и Ψ, подей-

ствуем на (2.6) оператором −𝜖𝑘𝑗𝜕𝑘 𝑔𝑖𝑗/
√
𝑔, где 𝜖𝑘𝑗 единичный антисимметричный

псведотензор, 𝜖12 = −𝜖21 = 1, 𝜖11 = 𝜖22 = 0. В результате получаем:

Δ⊥
𝑔3√
𝑔
Δ⊥Ψ +

[︂
𝜕1
𝑔2√
𝑔
𝐿̂𝑇

𝑔2√
𝑔
𝜕1 + 𝜕2

𝑔1√
𝑔
𝐿̂𝑃

𝑔1√
𝑔
𝜕2

]︂
Ψ

− 𝑖
𝜔2

𝑐2

[︂
𝜕1

𝜂
√
𝑔3
𝜕2 − 𝜕2

𝜂
√
𝑔3
𝜕1

]︂
Ψ =

− 𝑖
𝜔2

𝑐2

[︂
𝜕1

√︂
𝑔2
𝑔1
𝜂 𝜕1 + 𝜕2

√︂
𝑔1
𝑔2
𝜂 𝜕2

]︂
Φ

+

[︂
𝜕2
𝑔1√
𝑔
𝐿̂𝑇𝜕1 − 𝜕1

𝑔2√
𝑔
𝐿̂𝑃𝜕2

]︂
Φ. (2.9)

Здесь

Δ⊥ ≡ 𝜕1(𝑔2/
√
𝑔)𝜕1 + 𝜕2(𝑔1/

√
𝑔)𝜕2

— поперечный оператор Лапласа.

Система (2.8, 2.9) представляет собой систему сцепленных волновых уравне-

ний для альфвеновской моды и БМЗ в неоднородной плазме с примесью тяжелых

ионов. С ней мы и будем работать в дальнейшем.

2.1.2 Обсуждение системы сцепленных волновых уравнений

В МГД-приближении, т.е. в случае 𝜔 ≪ Ω𝑐𝐻 ,Ω𝑐𝑁𝑎, компоненты тензора диэлек-

трической проницаемости приводятся к виду:

𝜀⊥ → 𝑐2/𝑣2𝐴, 𝜀‖ → −∞, 𝜂 → 0, (2.10)

где 𝑣𝐴 = 𝐵/
√︀
𝜇0(𝜌𝐻 + 𝜌𝑁𝑎) — альфвеновская скорость, 𝐵 — фоновое магнитное

поле, и 𝜌𝐻 и 𝜌𝑁𝑎 — массы ионов водорода и натрия, соответственно. В этом при-

ближении из (2.8) и (2.9) получается система для сцепленных альфвеновской и

БМЗ мод в земной магнитосфере из работы [Климушкин, 1994].

Как видно, система уравнений, описывающих УНЧ волны в магнитосфере Мер-

курия, имеет сходную структуру: существуют две моды, одна из которых, Φ, рас-

пространяется вдоль магнитного поля, и вторая, Ψ, является изотропной. эти моды

являются аналогами альфвеновской и БМЗ мод в земной магнитосфере.
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По сравнению с плазмой земной магнитосферы, плазма меркурианской магни-

тосферы имеет несколько важных отличий:

1) В магнитосфере Меркурия тензор диэлектрической проницаемости не приво-

дится к виду (2.10), поскольку отношение 𝜔/Ω𝑐𝐻 нельзя считать малым, а отно-

шение 𝜔/Ω𝑐𝑁𝑎 является достаточно значительным. По этой причине УНЧ волны в

магнитосфере Меркурия, строго говоря, нельзя называть гидромагнитными волна-

ми.

2) В неоднородной плазме в системе волновых уравнений появляются несколько

новых слагаемых, пропорциональных недиагональным компонентам метрического

тензора 𝜂: вторые слагаемые в левых частях уравнений (2.8) и (2.9). Эти слагаемые

пропорциональны азимутальному волновому числу 𝑚 в первой степени. Отсюда

следует, что волны с разными знаками 𝑚 распространяются асимметрично.

3) Самое главное отличие вызывается первыми слагаемыми в правых частях

уравнений (2.8) и (2.9), вносящих вклад в сцепление изотропной и направляемой

мод. Эти слагаемые пропорциональны 𝜂 и не исчезают при 𝑚 = 0.

Рассмотрим случай 𝑚 = 0 подробнее. В этом случае уравнения (2.8) и (2.9)

приводятся к виду[︁
𝜕1𝐿̂𝑇𝜕1

]︁
Φ − 𝑖

𝜔2

𝑐2

[︂
𝜕1

√︂
𝑔1
𝑔2
𝜂 𝜕1

]︂
Ψ = 0, (2.11)[︂

𝜕1
𝑔2√
𝑔
𝐿̂𝑇

𝑔2√
𝑔
𝜕1

]︂
Ψ + Δ⊥

𝑔3√
𝑔
Δ⊥Ψ+ 𝑖

𝜔2

𝑐2

[︂
𝜕1

√︂
𝑔2
𝑔1
𝜂 𝜕1

]︂
Φ = 0. (2.12)

Нетрудно видеть, что изотропная и направляемая моды не расцепляются из-за ко-

нечности величины 𝜂. Это сцепление не исчезает в однородной плазме, когда си-

стема (2.8) и (2.9) сводится к дисперсионному уравнению(︂
𝜔2

𝑐2
𝜀⊥ − 𝑘2‖

)︂(︂
𝜔2

𝑐2
𝜀⊥ − 𝑘2‖ − 𝑘2⊥

)︂
=
𝜔4

𝑐4
𝜂2. (2.13)

Тот факт, что конечное отношение 𝜔/Ω𝑐 приводит к сцеплению направляемой

и изотропной мод, хорошо известно в физике плазмы [Swanson, 1989]. В зем-

ной магнитосфере это сцепление был изучено в работах [Леонович и др., 1983b;

Dmitrienko and Mazur, 1985, 1992]. Однако в земной магнитосфере это сцепление
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важно только для пульсаций типа Pc1, в то время как на распространение волн

типов Pc3-5 оно не оказывает заметного влияния.

В отличие от земной магнитосферы, в магнитосфере Меркурия отношение

𝜔/Ω𝑐𝐻 лишь ненамного меньше единицы даже для главных гармоник УНЧ-волн,

стоячих вдоль силовых линий. Следовательно, заметная примесь тонов натрия, для

которых циклотронная частота может быть даже меньше частоты волны, приводит

к тому, что для Меркурия сцепление направляемой и изотропной мод из-за недиа-

гональных компонент тензора диэлектрической проницаемости может быть даже

более важным, чем сцепление из-за неоднородности плазмы.

Для специального случая плазмы с прямыми силовыми линиями система вол-

новых уравнений (2.11) и (2.12) сводится к виду

𝑑

𝑑𝑥
𝐿̂𝑇 (𝜔, 𝑥)

𝑑Φ

𝑑𝑥
= 𝑖

𝜔2

𝑐2
𝑑

𝑑𝑥
𝜂
𝑑Ψ

𝑑𝑥
, (2.14)

𝑑

𝑑𝑥
𝐿̂𝑇 (𝜔, 𝑥)

𝑑Ψ

𝑑𝑥
+

𝑑4

𝑑𝑥4
Ψ = −𝑖𝜔

2

𝑐2
𝑑

𝑑𝑥
𝜂
𝑑Φ

𝑑𝑥
, (2.15)

где 𝐿̂𝑇 (𝜔, 𝑥) = 𝜔2/𝑐2 𝜖(𝜔, 𝑥) − 𝑘2‖ и 𝑥 — направление неоднородности плазмы.

Точка 𝑥𝑠, в которой выполняется условие 𝐿̂𝑇 (𝜔, 𝑥𝑠) = 0, является особой точкой

уравнений. Было получено численное решение этой системы в окрестностях этой

точки. Были заданы следующие параметры: 𝐵 = 40 нТл, 𝜌𝐻 = 4, 7 · 10−21 кг/м3,

𝜌𝑁𝑎 = 3, 3 · 10−22 кг/м3, 𝜔 = 3, 2 мГц. Радиальный масштаб неоднородности плаз-

мы был задан равным 1/10 радиуса Меркурия. Результат показан на рисунке 35.

Пространственная вариация компонентов электрического поля показывает сингу-

лярное поведение решение в окрестностях точки xs. Отличительной особенностью

решения является осцилляторное поведение решения вблизи точки сингулярно-

сти. Это решение показывает, что в магнитосфере Меркурия резонансное сцеп-

ление мод может иметь место даже в случае аксиально-симметричных колебаний

(𝑚 = 0.)
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Рисунок 35. Поведение компонентов электрического поля вблизи особой точки 𝑥𝑠.

2.1.3 Осесимметричный альфвеновский резонанс в мультикомпонентной плазме при ко-

нечной гирочастоте ионов

Одномерно-неоднородная модель магнитосферы с прямыми силовыми линиями

равновесного магнитного поля 𝐵 (см. рис. 24) заслуживает более подробного рас-

смотрения. Расмотрим систему координат, где ось 𝑥 имитирует радиальную ко-

ординату в магнитосфере, ось 𝑦 – азимутальную, ось 𝑧 направлена вдоль силовых

линий. Все параметры плазмы меняются только поперёк магнитных оболочек. Дав-

ление плазмы считается нулевым. Плазма состоит из трёх компонент: электронов,

лёгких ионов (протонов), тяжелых ионов (в меркурианской магнитосфере это ионы

натрия, в земной это могут быть ионы кислорода).

В этой системе координат распишем уравнение (2.4) покомпонентно, предпола-

гая, что зависимости возмущённых величин от координат 𝑦 и 𝑧 имеют вид 𝑒𝑖𝑘𝑦𝑦+𝑖𝑘𝑧𝑧

(величина 𝑘𝑦 является аналогом азимутального волнового числа):

𝑐2

𝜔2
(𝜀⊥𝐸𝑥 − 𝑖𝜂𝐸𝑦) = 𝑖𝑘𝑦

(︂
𝑑𝐸𝑦

𝑑𝑥
− 𝑖𝑘𝑦

)︂
+ 𝑘2𝑧𝐸𝑥, (2.16)

𝑐2

𝜔2
(𝑖𝜂𝐸𝑥 + 𝜀⊥𝐸𝑦) =

𝑑

𝑑𝑥

(︂
𝑖𝑘𝑦𝐸𝑥 −

𝑑𝐸𝑦

𝑑𝑥

)︂
+ 𝑘2𝑧𝐸𝑦. (2.17)

Выразим из (2.16) 𝐸𝑥:

𝐸𝑥 =
1

𝐾 − 𝑘2𝑦

(︂
𝑖𝑘𝑦𝐸

′
𝑦 +

𝜔2

𝑐2
𝑖𝜂𝐸𝑦

)︂
. (2.18)



131

Рисунок 36. Квадрат азимутальной компоненты волнового вектора как функция

радиальной координаты (𝑘2𝑥(𝑥)).

Здесь обозначено

𝐾 =
𝜔2

𝑐2
𝜀⊥ − 𝑘2𝑧 .

Подставляя (2.18) в (2.17), получаем уравнение для азимутальной компоненты

электрического поля волны:

𝐸 ′′
𝑦 − 𝑘2𝑦

𝜔2

𝑐2
𝜀′⊥𝐸

′
𝑦

𝐾(𝐾 − 𝑘2𝑦)
+

[︃
𝐾 − 𝑘2𝑦 −

𝜔4

𝑐4
𝜂2

𝐾
− 𝑘𝑦

𝜔4

𝑐4
𝜂𝜀′⊥

𝐾(𝐾 − 𝑘2𝑦)
+ 𝑘𝑦

𝜔4

𝑐2
𝜂′

𝐾

]︃
𝐸𝑦 = 0.

(2.19)

Здесь штрих означает дифференцирование по радиальной координате. В однород-

ной плазме это уравнение сводится к дисперсионному соотношению (2.13).

Ниже мы ограничимся рассмотрением осесимметричных колебаний (𝑘𝑦 = 0),

когда это уравнение сводится к виду

𝐸 ′′
𝑦 +

[︂
𝐾 − 𝜔4

𝑐4
𝜂2

𝐾

]︂
𝐸𝑦 = 0. (2.20)

Именно с этим уравнением мы и будем работать в дальнейшем.

В качестве граничных условий мы будем использовать ограниченность функции

𝐸𝑦 при 𝑥→ ±∞.

Решение уравнения (2.20) мы будем производить в ВКБ-приближении, считая

большим параметром величину (𝜔2/𝑐2)𝜂(𝐾 ′)−2/6. Тогда квазиклассический волно-

вой вектор (радиальная компонента) определяется из равенства

𝑘2𝑥 = 𝐾(𝑥)− 𝜔4

𝑐4
𝜂2(𝑥)

𝐾(𝑥)
(2.21)
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Рисунок 37. Области модели магнитосферы, где производится поиск решения и

сращивание асимптотических разложений.

(рис. 36). Вблизи точек 𝑥0 = 0, 𝑥1, 𝑥2 ВКБ-приближение неприменимо, поскольку

𝑘𝑥 обращается в бесконечность в точке 𝑥0 (сингулярная точка поворота) и в нуль в

точках 𝑥1,2 (обычные точки поворота). Области прозрачности волны, определённые

условием 𝑘2𝑥 > 0, имеют место при 𝑥1 < 𝑥 < 𝑥0 и при 𝑥0 < 𝑥 < 𝑥2.

Разделим весь интервал изменения радиальной координаты на интервалы I–VII

(рис. 37). Интервалы I,III,V,VII находятся достаточно далеко от точек поворота,

там применимо ВКБ-приближение. В областях II,IV,VI можно воспользоваться ли-

нейными разложениями функции 𝐾(𝑥). При этом в областях II и VI уравнение

(2.20) сводится к уравнению Эйри. Эти области пересекаются с областями I,III и

V,VII, соответственно. В интервале IV слева (справа) от точки 𝑥0 уравнение (2.20)

сводится к уравнению Бесселя (модифицированному уравнению Бесселя) 1-го по-

рядка. Эта область пересекается с областями III и V.

Сшивая решения в пересекающихся областях, находим полное решение уравне-

ния. В ответ будет входить только одна неопределённая постоянная 𝑎, в качестве

которой мы выберем постоянную при решении в области II. Мы приведём решение

только о областях II–VI, опуская математические детали. Область II:

𝐸𝑦 = 𝑎Ai

(︂
𝑥1 − 𝑥

𝜆1

)︂
. (2.22)

Область III:

𝐸𝑦 =
𝑎√
𝑘𝑥

(2𝐾 ′
1)

1/6

√
𝜋

sin

[︂∫︁ 𝑥

𝑥1

𝑘𝑥(𝑥
′)𝑑𝑥′ +

𝑖𝜋

4

]︂
. (2.23)

Область IV, 𝑥 < 𝑥0:

𝐸𝑦 = − 𝑎√
2𝛼

(2𝐾 ′
0)

1/6
√︁
𝛼(𝑥0 − 𝑥)

·
[︂
cos𝜙 · J1

(︂√︁
𝛼(𝑥0 − 𝑥)

)︂
+ 𝑖 sin𝜙 · Y1

(︂√︁
𝛼(𝑥0 − 𝑥)

)︂]︂
. (2.24)



133

Область IV, 𝑥 > 𝑥0:

𝐸𝑦 =
𝑎√
2𝛼

(2𝐾 ′
0)

1/6
√︁
𝛼(𝑥− 𝑥0)

·
[︂
𝑒𝑖𝜙 · I1

(︂
2
√︁
𝛼(𝑥− 𝑥0)

)︂
+

2𝑖

𝜋
sin𝜙 ·K1

(︂
2
√︁
𝛼(𝑥− 𝑥0)

)︂]︂
. (2.25)

Область V:

𝐸𝑦 =
1√
𝑘𝑥

𝑎√
𝜋
(2𝐾 ′

1)
1/6

[︂
1

2
exp

(︂
𝜙+

∫︁ 𝑥

𝑥0

|𝑘𝑥|𝑑𝑥′
)︂
+ 𝑖 sin𝜙 exp

(︂
−
∫︁ 𝑥

𝑥0

|𝑘𝑥|𝑑𝑥′
)︂]︂

.

(2.26)

Область VI:

𝐸𝑦 = 𝑎

(︂
𝐾 ′

1

𝐾 ′
2

)︂1/6 [︂
𝑒𝜓+𝑖𝜙Ai

(︂
𝑥2 − 𝑥

𝜆2

)︂
+ 𝑖 sin𝜙𝑒−𝜓Bi

(︂
𝑥2 − 𝑥

𝜆2

)︂]︂
. (2.27)

Здесь обозначено: Ai, Bi – функции Эйри, J1, Y1 – функции Бесселя, I1, K1 – моди-

фицированные функции Бесселя, 𝐾 ′
0,1,2 – производная 𝑑𝐾/𝑑𝑥 в точках 𝑥0, 𝑥1, 𝑥2,

𝜆1,2 = (2𝐾 ′
1,2)

−1/3, 𝛼 = 𝜔4𝜂2/𝑐4𝐾 ′
0, 𝜙 =

∫︀ 𝑥0
𝑥1
𝑘𝑥𝑑𝑥, 𝜓 =

∫︀ 𝑥1
𝑥0

|𝑘𝑥|𝑑𝑥,

Обсудим основные выводы, следующие из анализа этого решения.

Прежде всего, возникает вопрос о наличии альфвеновского резонанса, т.е. осо-

бенности волнового поля. Как следует из (2.24, 2.25), в точке 𝑥0 (где величина

𝐾(𝜔, 𝑥) обращается в нуль) компонента 𝐸𝑦 имеет точку ветвления, оставаясь ко-

нечной по амплитуде:

𝐸𝑦 ≃ − 𝑎√
2𝛼

(2𝐾 ′
1)

1/6𝑖 sin𝜙[−1 +
√︁
𝛼(𝑥0 − 𝑥) ln

√︁
𝛼(𝑥0 − 𝑥)]. (2.28)

Такое поведение разительно отличается от поведения этой компоненты в обычном

альфвеновском резонансе, где, как известно, эта компонента имеет логарифмиче-

скую особенность на резонансной поверхности. Особенность (2.28) исчезает, если

sin𝜙 = 0, что является неким условием квантования частоты 𝜔.

Однако, как видно из (2.18), радиальная компонента электрического поля имеет

степенную особенность вида 𝐸𝑥 ∝ (𝑥 − 𝑥0)
−1, как и в обычном альфвеновском

резонансе. Эта особенность имеет место даже если sin𝜙 = 0.

Как видно из (2.23), в области прозрачности 𝑥1 < 𝑥 < 𝑥0 волна является стоя-

чей поперёк магнитных оболочек. Это поведение является довольно неожиданным,

т.к. область прозрачности ограничена одной обычной и одной сингулярной точкой
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поворота. Важно отметить, что эта структура стоячей волны появляется при лю-

бой частоте волны, т.е. для её существования не необходимо квантование частоты

волны или любой другой величины.

Колебательная структура в области прозрачности не имеет аналога для обыч-

ного альфвеновского резонанса. В МГД-приближении аналогичная структура воз-

никает при учёте кривизны силовых линий [Leonovich and Mazur, 1993] и шира

магнитного поля [Klimushkin and Mager, 2004], но там волна является не стоячей

поперёк магнитных оболочек, а распространяется от обычной к сингулярной точке

поворота.

Из формулы (2.27) следует, что асимптотика волнового поля в области (𝑥 −

𝑥2)/𝜆2 ≫ 1, т.е. в части области прозрачности 𝑥0 < 𝑥 < 𝑥2, непосредственно

примыкающей к точке 𝑥2, имеет вид

𝐸𝑦 ≃ 𝑎√
𝜋

(︂
𝐾 ′

1

𝐾 ′
2

)︂1/6(︂ 𝜆2
𝑥− 𝑥2

)︂1/4

·
[︂
𝑒𝜓+𝑖𝜙 sin

(︂∫︁ 𝑥

𝑥2

𝑘𝑥𝑑𝑥
′ +

𝜋

4

)︂
+ 𝑖𝑒−𝜓 sin𝜙 cos

(︂∫︁ 𝑥

𝑥2

𝑘𝑥𝑑𝑥
′ +

𝜋

4

)︂]︂
(2.29)

Эта формула описывает структуру в виде суперпозиции двух стоячих волн, ампли-

туда одной из которых существенно (в 𝑒−2𝜓 раз) меньше амплитуды другой. Её

можно также представить в виде суперпозиции волны, прибегающей к точке 𝑥2 и

волны, отражённой от этой точки. Амплитуда отражённой волны немного меньше

амплитуды прибегающей, что является следствием поглощения части энергии в

резонансной точке. Стоячую волну с малой амплитудой в формуле (2.29) можно

трактовать также как следствие обратного влияние резонанса на породившую его

падающую волну. Такое же поведение характерно и для структуры волнового поля

в МГД-приближении. Но есть и одно существенное отличие: при sin𝜙 = 0 (т.е.

при том самом условии, при котором особенность (2.28) исчезает), вторая стоячая

волна исчезает, т.е. отражённая волна имеет ту же амплитуду, что и падающая.

Далее, с наблюдательной точки зрения важно знать изменение поляризации вол-

ны в пространстве. Исходя из (2.18) можно получить следующее выражение при
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Рисунок 38. Продольный коэффициент преломления как функция частоты волны.

𝑘𝑦 = 0:
𝐸𝑥

𝐸𝑦
=
𝜔2

𝑐2
𝑖𝜂

𝐾
. (2.30)

Ненулевое и конечное значение этой величины означает эллиптическую поляри-

зацию, 𝐸𝑥/𝐸𝑦 = 0 или 𝐸𝑥/𝐸𝑦 → ∞ – линейную. Как видно из этой формулы,

волна является линейно-поляризованной в точке резонанса, при 𝑥 = 𝑥0, поскольку

в этой точке 𝐾 = 0. При переходе через резонансный пик поляризация меняется с

правой на левую. Это соответствует изменению фазы волны на 180∘. Аналогичное

поведение имеет место вблизи поверхности магнитогидродинамического альфве-

новского резонанса [Chen and Hasegawa, 1974; Southwood, 1974]. Есть, однако, и

важные отличия. Изменение отношения 𝐸𝑥/𝐸𝑦 в нашем случае не связано с изме-

нением знака производной 𝑑𝐸𝑦/𝑑𝑥, как в МГД-случае, и зависит только от свойств

плазмы, в то время как в МГД-случае знак 𝐸𝑥/𝐸𝑦 зависел от знака азимутальной

компоненты волнового вектора.

2.1.4 Резонансные частоты в мультикомпонентной плазме

Рассмотрим резонансное условие в продольно-однородной плазме более подробно.

В этом случае продольную структуру можно представить в виде exp 𝑖𝑘‖𝑧. Тогда

оператор 𝐿̂𝑇 становится алгебраическим, и резонансное условие сводится к виду

𝐿̂𝑇 (𝜔, 𝑥) = 0. (2.31)

Пусть Ω есть решение этого уравнения. Тогда положение резонансной поверх-

ности определяется как решение уравнение 𝜔 = Ω(𝑥) относительно радиальной
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координаты. Резонансная частота Ω является аналогом тороидальной собственной

частоты в МГД-случае [Leonovich and Mazur, 1993]. Для исследования резонанс-

ной частоты введём продольный показатель преломления 𝑁 2
‖ ≡ 𝑘2‖𝑐

2/𝜔2 и будем

изучать его зависимость от частоты волны. Обратим внимание, что, хотя вблизи

резонансной поверхности 𝑘⊥ ≫ 𝑘‖, величина поперечной компоненты волново-

го вектора 𝑘⊥ (она же радиальная компонента) не входит в резонансное условие

𝐾 = 0, поэтому, пользуясь принятой в этих учебниках терминологией, мы име-

ем продольное распространение! Отметим также, что в условие (2.31) не входят

недиагональные компоненты тензора диэлектрической проницаемости 𝜂. Для плаз-

мы, в которой имеются две ионные компоненты, лёгкие (протоны, индекс 𝑝) и тя-

жёлые (индекс ℎ), выражение для продольного показателя преломления имеет вид:

𝑁 2
‖ =

𝜔̃2
𝑝

𝜔2
𝑐𝑝 − Ω2

+
𝜔̃2
ℎ

𝜔2
𝑐ℎ − Ω2

. (2.32)

Зависимость 𝑁 2
‖ (Ω) показана на рис. 3. Как видим, 𝑁 2

‖ → −∞ при Ω → 𝜔𝑐ℎ и

𝑁 2
‖ → +∞ при Ω → 𝜔𝑐𝑝. В промежутке между гирочастотами лёгких и тяжёлых

ионов располагается частота Ω0, при которой 𝑁 2
‖ = 0. Её значение есть

Ω2
0 =

(︂
1 +

𝑛ℎ
𝑛𝑝

𝑚𝑝

𝑚ℎ

)︂−1

·
(︂
𝜔2
𝑐ℎ +

𝑛ℎ
𝑛𝑝

𝑚𝑝

𝑚ℎ
𝜔2
𝑐𝑝

)︂
, (2.33)

где 𝑛ℎ,𝑝 — концентрации тяжёлых и лёгких ионов, 𝑚ℎ,𝑝 — их массы. Заметим, что,

по оценкам [Zurbuchen et al., 2011; Raines et al., 2015], в меркурианской магнито-

сфере 0.1 < 𝑛𝑁𝑎/𝑛𝑝 < 1, поэтому первый сомножитель этого выражения там мало

отличается от единицы (𝑚𝑁𝑎/𝑚𝐻 = 23).

Как видно из рис. 38, 𝑁 2
‖ > 0 только при Ω < 𝜔𝑐ℎ либо Ω0 < Ω < 𝜔𝑐𝑝. Таким

образом, резонанс может иметь место только для волн, частоты которых распо-

лагаются в указанных интервалах. Волны в первом из них – это обычные ионно-

циклотронные волны, в пределе 𝜔/𝜔𝑐ℎ → 0 переходящие в альфвеновские. Что

касается волн с частотами, лежащими во втором из этих интервалов, то им нет

аналога в электронно-протонной плазме. Волновая мода, соответствующая этому

интервалу, носит название ионно-ионной гибридной моды [Buchsbaum, 1960]. За-
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метим, что частота волны, зафиксированной в меркурианской магнитосфере, лежит

именно во втором промежутке. Таким образом, мы приходим к выводу, что УНЧ-

колебания в магнитосфере Меркурия должны быть отождествлены с ионно-ионной

гибридной модой.

2.2 Сцепление альфвеновской и медленной магнитозвуковой мод

Сцепление альфвеновских волн и ММЗ имеет большое значение для азимутально-

мелкомасштабных волн (𝑚 ≫ 1) [Southwood and Saunders, 1985]. В ряде работ

изучалась продольная структура сцепленных мод [Walker, 1987; Taylor and Walker,

1987]. В работе [Климушкин, 1997] изучалась поперечная структура, но акцент

был сделан на альфвеновские моды. В данном разделе мы подробнее рассмотрим

структуру ММЗ поперек магнитных оболочек при учете сцепления с альфвенов-

ской волной. Важность изучения структуры ММЗ обусловливается тем, что с этой

модой часто идентифицируются компрессионные волны Pc5 [Zhu and Kivelson,

1991; Leonovich et al., 2006; Du et al., 2011], хотя такая интерпретация не является

общепринятой [Chelpanov et al., 2016].

2.2.1 Основные уравнения

В одножидкостной магнитной гидродинамике принимается, что продольное элек-

трическое поле в плазме 𝐸⃗‖ равно нулю. Двумерное поле 𝐸⃗⊥ может быть разбито

на сумму потенциальной и вихревой компонент

𝐸⃗ = −∇⊥Φ +∇⊥ × 𝑒⃗||Ψ, (2.34)

где 𝑒⃗|| = 𝐵⃗/𝐵. В холодной плазме Φ и Ψ характеризуют альфвеновскую волну и

быстрый магнитный звук, соответственно [Климушкин, 1994]. В горячей плазме

необходимо использовать также третью переменную, в качестве которой удобно

выбрать величину, пропорциональную дивергенции смещения плазмы от положе-

ния равновесия 𝜉:

Θ =

√
4𝜋𝛾𝑃

𝑐𝑘2
∇ · 𝜉. (2.35)
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Поскольку рассматриваются колебания с большими значениями азимутального

волнового числа, 𝑚≫ 1, для анализа пространственной структуры волнового поля

может быть использовано приближение ВКБ по радиальным координатам, теория

которого в двумерно-неоднородной плазме была основана в работе [Leonovich and

Mazur, 1993]. B этом приближении функции Φ и Θ могут быть записаны в виде⎛⎝ Φ

Θ

⎞⎠ =

⎛⎝ 𝐹 (𝑥3, 𝑥1)

𝐻(𝑥3, 𝑥1)

⎞⎠ · exp 𝑖
∫︁
𝑘1(𝑥

1)𝑑𝑥1,

где 𝑘1 есть радиальная компонента волнового вектора.

Введем обозначения: 𝑣𝑠 =
√︀
𝛾𝑃/𝜌 — скорость звука, 𝑣𝐴 = 𝐵/

√
4𝜋𝜌 — альфве-

новская скорость, и 𝑣𝑐 = 𝑣𝑠𝑣𝐴/
√︀
𝑣2𝑠 + 𝑣2𝐴 — скорость медленного магнитного звука.

Операторы

𝐿̂𝑇 (𝜔) = 𝜕3
𝑔2√
𝑔
𝜕3 +

√
𝑔

𝑔1

𝜔2

𝑣2𝐴
и

𝐿̂𝑃 (𝜔) = 𝜕3
𝑔1√
𝑔
𝜕3 +

√
𝑔

𝑔2

𝜔2

𝑣2𝐴
−

√
𝑔

𝑔2

2𝐽

𝐵𝑅

будем называть операторами тороидальной и полоидальной альфвеновской моды,

соответственно. Оператор

𝐿̂𝑆(𝜔) =
√
𝑔 𝑣2𝑠

𝜔2

𝑣 2
𝑐

+ 𝜕3 𝑣
2
𝑠

√
𝑔

𝑔3
𝜕3

будем называть оператором медленной магнитозвуковой моды. Коэффициент

𝛼 =
√︀
4𝜋𝛾𝑃

2
√
𝑔1𝑔3

𝐵𝑅

(где 𝑅 — радиус кривизны силовой линии) отвечает за сцепление альфвеновской и

ММЗ мод.

Как следует из уравнений 1-жидкостной МГД, в пределе 𝑚 ≫ 1 функции 𝐹 и

𝐻 связаны уравнениями

𝐿̂𝑆(𝜔)𝐻 = 𝛼𝜔𝐹 (2.36)

и

𝑘21𝐿̂𝑇 (𝜔)𝐹 + 𝑘22𝐿̂𝑃 (𝜔)𝐹 = 𝑘22𝛼𝜔𝐻, (2.37)
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выведенными в работах [Климушкин, 1997; Klimushkin, 1998b] и позднее, но неза-

висимо, в работах [Черемных и Данилова, 2011; Мазур и др., 2012]. В однородной

плазме система первое из этих уравнений сводится к дисперсионному уравнению

ММЗ

𝑠2(𝜔2 − 𝑘2‖𝑣
2
𝑐 ) = 0,

и второе — альфвеновской моды

𝑘2⊥(𝜔
2 − 𝑘2‖𝑣

2
𝐴) = 0.

Поэтому в дальнейшем уравнения (2.71) и (2.37) будут называться уравнениями

ММЗ- и альфвеновской мод, соответственно. Система (2.36, 2.37) описывает сцеп-

ление этих мод за счет кривизны силовых линий магнитного поля.

Система (2.36, 2.37) должна быть дополнена граничными условиями на ионо-

сфере. В этом качестве будут использованы так называемые жесткие граничные

условия, когда ионосфера считается идеально проводящей жесткой поверхностью.

Тогда электрическое поле и дивергенция смещения плазмы обращается в нуль на

ионосфере:

𝐹 (𝑥3, 𝑥1), 𝐻(𝑥3, 𝑥1)
⃒⃒
𝑥3=𝑥3±

= 0. (2.38)

Здесь 𝑥3± — координаты точек пересечения магнитной силовой линии с ионосфе-

рой.

Что касается третьей волновой переменной, Ψ, то в азимутально-

мелкомасштабном пределе она выражается через функции Φ и Θ в виде

𝐵3 =
𝑐𝑘2
𝜔

𝑔3√
𝑔

[︂√︂
𝑔

𝑔3

𝑣2𝑠𝐵

𝑣2𝐴

𝜔√
4𝜋𝛾𝑃

Θ−√
𝑔1
𝐽

𝐵
Φ

]︂
. (2.39)

и не является независимой переменной. Эта функция определяет продольное маг-

нитное поле волны:

𝐵3 =
𝑖𝑐

𝜔

𝑔3√
𝑔

(︂
𝜕1

𝑔2√
𝑔
𝜕1 + 𝜕2

𝑔1√
𝑔
𝜕2

)︂
Ψ.

Возмущение плазменного давления

𝛿𝑃 = −𝜉 · ∇𝑃 − 𝛾𝑃 ∇ · 𝜉
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выражается через функции Φ и Θ как

𝛿𝑃 = −𝑐𝑘2
𝜔

(︂
𝛾𝑃

𝜔√
4𝜋𝛾𝑃

Θ− 𝐽

4𝜋
√
𝑔2
Φ

)︂
. (2.40)

Сравнивая с выражением (2.39), мы находим, что в азимутально-мелкомасштабном

пределе возмущение полного давления обращается в нуль:

𝛿𝑃 +
𝐵𝐵3

4𝜋
√
𝑔3

= 0. (2.41)

2.2.2 Область локализации медленного магнитного звука

Если частота волны 𝜔 задана, решение задачи (2.36, 2.37, 2.38) определяет соб-

ственные функции 𝐻𝑁(𝑥
3, 𝑥1) и 𝐹𝑁(𝑥

3, 𝑥1), описывающие продольную структу-

ру волнового поля (здесь 𝑁 — продольное волновое число); эти функции зави-

сят также от радиальной координаты 𝑥1 как от параметра. Собственной величи-

ной задачи (2.36, 2.37, 2.38) является радиальная компонента волнового вектора

𝑘1 = 𝑘1𝑁(𝑥
1, 𝜔), определяющая радиальную структуру волнового поля. Особое

значение имеют поверхности, где величина 𝑘1 стремится к бесконечности (резо-

нансные поверхности) и к нулю (поверхности отражения). Для начала рассмотрим

резонансные поверхности. Одна из них может быть найдена из уравнения

𝐿̂𝑇 (𝜔)𝑇 (𝑥
3, 𝑥1) = 0, 𝑇 (𝑥3±) = 0. (2.42)

Собственная функция этого уравнения (так называемая тороидальная функция,

см. Leonovich and Mazur [1993]) будет обозначаться 𝑇𝑁 , собственное значение —

Ω𝑇𝑁(𝑥
1). Тороидальная функция может быть нормализована следующим образом:

⟨√
𝑔

𝑔1

𝑇𝑁𝑇𝑁 ′

𝑣2𝐴

⟩
= 𝛿𝑁𝑁 ′. (2.43)

Здесь треугольные скобки обозначают интегрирование вдоль силовой линии между

магнитосопряженными точками ионосферы: ⟨...⟩ =
∫︀ 𝑥3+
𝑥3−

(...)𝑑𝑥3. Этот резонанс (ко-

торый часто называется альфвеновским резонансом) имеет место на поверхности

𝑥1𝑇𝑁 , на которой выполняется равенство 𝜔 = Ω𝑇𝑁(𝑥
1). Подробное исследование

этого резонанса не входит в нашу задачу, однако собственные функции 𝑇𝑁 и соб-

ственные значения Ω𝑇𝑁 пригодятся нам для других целей.
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Второй резонанс определяется из решения уравнения

𝐿̂𝑆(𝜔)𝑆(𝑥
3, 𝑥1) = 0, 𝑆(𝑥3±) = 0. (2.44)

Соответствующие собственные функции будут обозначаться 𝑆𝑁 . Их амплитуда бу-

дет фиксироваться с помощью условия нормировки⟨
𝑣2𝑠
𝑣2𝑐

√
𝑔𝑆𝑁𝑆𝑁 ′

⟩
= 𝛿𝑁𝑁 ′. (2.45)

Соответствующие собственные значения будут обозначаться Ω𝑠𝑁(𝑥
1). Этот резо-

нанс (обычно называемый медленно-магнитозвуковым (ММЗ), иногда касповым

резонансом) имеет место на поверхности, где выполняется равенство 𝜔 = Ω𝑠𝑁(𝑥
1).

Приступим к нахождению зависимости 𝑘21𝑁(𝜔, 𝑥
1) вблизи поверхности ММЗ-

резонанса. Будем использовать метод возмущений, предполагая

𝐻 = 𝑆𝑁 + ℎ, (2.46)

где ℎ является малой поправкой. Заметим, что вблизи резонанса, где 𝑘21 ≫ 𝑘22,

уравнение (2.37) сводится к виду

𝑘21𝐿̂𝑇 (𝜔)𝐹 = 𝑘22𝛼𝜔𝑆𝑁 . (2.47)

Решение этого уравнение есть

𝐹 =
1

𝑘21𝑁

∑︁
𝑁 ′

𝑎𝑁 ′𝑇𝑁 ′. (2.48)

Подставим это выражение в (2.47), умножим на 𝑇𝑁 ′ и проинтегрируем вдоль си-

ловой линии между магнитосопряженными точками ионосферы ’туда и обратно’.

Используя эрмитов характер оператора 𝐿̂𝑇 и нормировку (2.43), мы получаем:

𝑎𝑁 ′(Ω2
𝑠𝑁 − Ω2

𝑇𝑁 ′) = 𝑘22Ω𝑠𝑁⟨𝛼𝑆𝑁𝑇𝑁 ′⟩.

Следовательно, если для любых значений 𝑁 ′, 𝑁 выполняется неравенство Ω𝑠𝑁 ≪

Ω𝑇𝑁 ′, мы находим функцию 𝐹 (𝑥3):

𝐹 = − 𝑘22
𝑘21𝑁

∑︁
𝑁 ′

Ω𝑠𝑁

Ω2
𝑇𝑁 ′

⟨𝛼𝑆𝑁𝑇𝑁 ′⟩𝑇𝑁 ′. (2.49)

Теперь мы снова возвращаемся к уравнению (2.36). Подставляя сюда (2.46) и

(2.49), умножая на 𝑆𝑁 и интегрируя вдоль силовой линии, а также принимая
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во внимание эрмитовость оператора 𝐿̂𝑆 , равенство (2.44) и условие нормировки

(2.45), мы получаем зависимость квадрата радиальной компоненты волнового век-

тора от радиальной координаты вблизи поверхности ММЗ-резонанса:

𝑘21𝑁(𝜔, 𝑥
1) = − 𝑘22

𝜔2 − Ω2
𝑠𝑁(𝑥

1)

∑︁
𝑁 ′

(︂
Ω𝑠𝑁

Ω𝑇𝑁 ′

)︂2

⟨𝛼𝑆𝑁𝑇𝑁 ′⟩2. (2.50)

Важно отметить, что положительным значениям 𝑘21 соответствуют частоты 𝜔 <

Ω𝑠𝑁 . Это означает, что если Ω𝑠𝑁 убывает с расстоянием от Земли, то область про-

зрачности (характеризуемая положительными значениями 𝑘21) лежит внутри резо-

нансной поверхности.

Теперь перейдем к рассмотрению поверхностей отражения. Обозначим Ω𝐶𝑁 ча-

стоту, при которой 𝑘1 = 0. Эта частота возникает как собственная частота задачи

𝐿̂𝑆(Ω𝐶𝑁)𝐻 = 𝛼Ω𝐶𝑁𝐹, (2.51)

и

𝐿̂𝑃 (Ω𝐶𝑁)𝐹 = 𝛼Ω𝐶𝑁𝐻, (2.52)

с граничным условием (2.38). Поскольку эта система эквивалентна уравнению чет-

вертого порядка по продольной координате, каждому значению 𝑁 соответствует

две частоты отсечки, одна из которой ближе к тороидальной частоте, другая — к

резонансной ММЗ частоте. Первую из них мы будем называть полоидальной часто-

той и обозначать Ω𝑃𝑁 . Ее рассмотрению было посвящено много работ (например,

[Mager and Klimushkin, 2002; Klimushkin et al., 2004]). Основное внимание будет

уделено второй из них, которую мы будет называть ММЗ-отсечкой. Поверхности

ММЗ-отсечки расположена недалеко от поверхности ММЗ резонанса, ее коорди-

ната является решением уравнения 𝜔 = Ω𝐶𝑁(𝑥
1).

Для отыскания Ω𝐶𝑁(𝑥
1) выразим из (2.47) 𝐹 через 𝐻 . Для этого введем соб-

ственную функцию полоидального оператора, определяемую как решение задачи

𝐿̂𝑃 (𝜔)𝑃 (𝑥
3, 𝑥1) = 0, 𝑃 (𝑥3±, 𝑥

1) = 0. (2.53)
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В качестве нормировки используем соотношение⟨√
𝑔

𝑔2

𝑃𝑁𝑃𝑁 ′

𝐴2

⟩
= 𝛿𝑁𝑁 ′. (2.54)

Разложим функцию 𝐹 по базису 𝑃𝑁 :

𝐹 =
∑︁
𝑁 ′

𝑏𝑁 ′𝑃𝑁 ′. (2.55)

Действуя далее также, как при выводе уравнения (2.49), получаем:

𝐹 =
∑︁
𝑁 ′

Ω𝐶𝑁

Ω2
𝐶𝑁 − Ω2

𝑃𝑁 ′
⟨𝛼𝐻𝑁𝑃𝑁 ′⟩𝑃𝑁 ′. (2.56)

Подставляя это выражение в (2.36), получаем интегро-дифференциальное уравне-

ние 𝐻 для функции

𝐿̂𝑆(Ω𝐶𝑁)𝐻 = 𝛼
∑︁
𝑁 ′

Ω𝐶𝑁

Ω2
𝐶𝑁 − Ω2

𝑃𝑁 ′
⟨𝛼𝐻𝑃𝑁 ′⟩𝑃𝑁 ′. (2.57)

Предположим, что величины Ω𝐶𝑁 и Ω𝑆𝑁 мало различаются между собой. То-

гда для решения уравнения (2.57) можно воспользоваться теорией возмущений,

представляя функцию 𝐻 и частоту Ω𝐶𝑁 в виде

𝐻 = 𝑆𝑁 + 𝑠, (2.58)

Ω𝐶𝑁 = Ω𝑆𝑁 + 𝜀, (2.59)

где 𝑠 и 𝜀 – малые поправки. Правую часть (2.57) считаем малой в силу предпола-

гаемого неравенства Ω2
𝑃𝑁/Ω

2
𝐶𝑁 ≪ 1. Тогда для поправок получаем уравнение

𝐿̂𝑆(Ω𝐶𝑁)𝑠+
√
𝑔
𝑠2

𝑣 2
𝑠

𝜀𝑆𝑁 = −
∑︁
𝑁 ′

Ω2
𝑆𝑁

Ω2
𝑃𝑁 ′

⟨𝛼𝑆𝑁𝑃𝑁 ′⟩𝛼𝑃𝑁 ′.

Умножаем на 𝑆𝑁 , интегрируем вдоль силовой линии. Получаем

Ω2
𝐶𝑁 = Ω2

𝑆𝑁 −
∑︁
𝑁 ′

Ω2
𝑆𝑁

Ω2
𝑃𝑁 ′

⟨𝛼𝑆𝑁𝑃𝑁 ′⟩2. (2.60)

Обратим внимание: частота ММЗ-отсечки всегда меньше резонансной собствен-

ной частоты ММЗ. Отсюда следует, что если резонансная частота убывает с ро-

стом радиальной координаты, то соответствующие поверхности отражения ближе
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к Земле, чем резонансная поверхность. Это соответствует сказанному выше, что

𝑘21 > 0 при 𝑥1 < 𝑥1𝑆𝑁 .

Таким образом, мы приходим к выводу: в результате сцепления с альфвеновской

модой ММЗ приобретает дисперсию поперек магнитных оболочек. На некоторой

магнитной оболочке (резонансной) радиальная компонента волнового вектора об-

ращается в бесконечность. Внутри нее находится магнитная оболочка, на которой

эта величина обращается в нуль. Между этими оболочками находится область про-

зрачности, где 𝑘21 > 0. Именно эта область является областью локализации ММЗ.

2.2.3 Продольная структура ММЗ в ВКБ приближении

Наиболее наглядно продольная структура и собственные частоты могут быть изу-

чены в продольном ВКБ-приближении, применимом для высоких 𝑁 -гармоник.

Для начала пренебрежем сцеплением ММЗ с альфвеновской модой. Тогда урав-

нение (2.71) перепишется в виде (2.44), 𝐿̂𝑆𝑆 = 0. В ВКБ-приближении искомую

функцию можно представить в виде 𝑆 = 𝑒𝑖𝜓0+𝑖𝜓1, где 𝜓0 и 𝜓1 описывают главный и

первый порядок, соответственно. Продольная ковариантная и „физическая“ компо-

нента волнового вектора определяются соотношениями 𝜕3𝜓0 = 𝑘3 и 𝑘‖ = 𝑘3/
√
𝑔3.

Тогда в главном порядке уравнение (2.44) приводит к выражению

𝑘3 =
𝜔

𝑣𝑐

√
𝑔3. (2.61)

Функция 𝜓1 определяется из уравнения(︂
𝑣2𝑠

√
𝑔

𝑔3

)︂′
+ 𝑣2𝑠

√
𝑔

𝑔3
(𝑖𝑘′3 − 2𝑘3𝜓1) = 0.

Здесь штрих означает дифференцирование по координате 𝑥3. Используя также

условие нормировки (2.45), получаем решение уравнения 𝐿̂𝑆𝑆 = 0, удовлетво-

ряющее граничным условиям на ионосфере 𝑆(𝑥3±) = 0:

𝑆 =
𝜔

𝑡𝑠

(︂
𝑣2𝑠

√
𝑔

𝑔3
𝑘3

)︂−1/2

sin

∫︁ 𝑥3

𝑥3−

𝑘3(𝑥
3′)𝑑𝑥3

′
, (2.62)

где

𝑡𝑠 =

∫︁ 𝑥3+

𝑥3−

𝑑𝑥3
√
𝑔3

𝑣𝑐
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— время пробега вдоль силовой линии с локальной медленной магнитозвуковой

скоростью. Собственная частота оказывается равной

Ω𝑆𝑁 =
𝜋𝑁

𝑡𝑠
. (2.63)

Отсюда видно, чем обусловливается малость собственной магнитозвуковой часто-

ты: большой величиной 𝑡𝑠 из-за малой скорости звука вдали от экватора.

Найдем зависимость квадрата амплитуды волны от длины вдоль силовой линии:

𝑎 ∝
(︂
𝑣2𝑠

√
𝑔

𝑔3
𝑘3

)︂−1

=
𝑡𝑠
𝜋𝑁

𝑣𝑐
𝑣2𝑠

1
√
𝑔⊥
.

Учитывая, что произведение 𝐵
√
𝑔⊥ не зависит от длины вдоль силовой линии

(ввиду условия ∇ · 𝐵⃗ = 0), находим

𝑎 ∝
𝐵
√
𝜌

√
𝑃
.

Поскольку при удалении от экватора магнитное поле и плотность растут, а давле-

ние неизменно, то максимум амплитуды волны должен быть вблизи ионосферы.

Найдем теперь частоту отсечки Ω𝐶𝑁 из-за сцепления ММЗ и альфвеновской

мод. В главном порядке ВКБ-приближения по продольной координате, когда мож-

но ввести продольную компоненту волнового вектора 𝑘‖, система (2.71, 2.37) при-

водится к виду

𝜔2 − 𝑘2‖𝑣
2
𝑐 =

𝑘2𝑦
𝑘2⊥

4𝜔2𝑣2𝑐
𝑅2

[︃
(𝜔2 − 𝑘2‖𝑣

2
𝐴)−

𝑘2𝑦
𝑘2⊥

2𝑃 ′

𝜌𝑅

]︃−1

. (2.64)

Здесь 𝑘𝑦 = 𝑘2/
√
𝑔2, штрих означает дифференцирование по радиальной координа-

те, поперечный волновой вектор определяется выражением 𝑘2⊥ = (𝑘21/𝑔1)+(𝑘22/𝑔2).

Будем искать локальную продольную компоненту волнового вектора в виде

𝑘2‖ = (𝜔2 + 𝛿)/𝑣2𝑐 , где 𝛿 — малая поправка. Для этого будем полагать правую часть

выражения (2.64) малой, что возможно при выполнении условия

𝛽

(𝑘‖𝑅)2
≪ 1.

С помощью метода возмущений находим

𝑘2‖ =
𝜔2

𝑣2𝑠
+

4

𝑅2

𝑣2𝑠
𝐴2
.
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Рисунок 39. Закон дисперсии ММЗ, обусловленный сцеплением с альфвеновской

модой

Частоту найдем из условия квантования
∮︀
𝑘‖𝑑𝑙‖ = 2𝜋𝑁 (интегрирование ведется

вдоль силовой линии между магнитосопряженными точками ионосферы «туда и

обратно»). Снова используя метод возмущений, получаем

Ω𝐶𝑁 =
𝜋𝑁

𝑡𝑠
− 1

𝜋𝑁

∮︁
𝑑𝑙‖
𝑅2

𝑣3𝑠
𝐴2
. (2.65)

В согласии с уравнением (2.60) из предыдущего раздела, Ω𝐶𝑁 < Ω𝑠𝑁 .

2.2.4 Пространственная структура медленных магнитозвуковых мод при m»1

Таким образом, благодаря сцеплению с альфвеновской волной, медленный маг-

нитный звук приобретает дисперсию поперек магнитных оболочек. Когда часто-

та волны стремится к частоте ММЗ-резонанса Ω𝑆𝑁(𝑥
1), радиальная компонента

волнового вектора стремится к бесконечности. Когда частота волны стремится к

частоте ММЗ-отсечки Ω𝐶𝑁(𝑥
1), радиальная компонента волнового вектора стре-

мится к нулю (рис. 39). Поскольку обе эти собственные частоты зависят от ради-

альной координаты, можно ввести понятия резонансной частоты и частоты отра-

жения, координаты которых определяются как решения уравнений 𝜔 = Ω𝑆𝑁(𝑥
1)

и 𝜔 = Ω𝐶𝑁(𝑥
1), соответственно. Между этими-то двумя магнитными оболочками

волна и локализована. Если функции Ω𝑆𝑁(𝑥
1) и Ω𝐶𝑁(𝑥

1) убывают при удалении
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от Земли и ввиду неравенства Ω𝐶𝑁 < Ω𝑆𝑁 , поверхность ММЗ-резонанса дальше

от Земли, чем поверхность ММЗ-отсечки.

C математической точки зрения, причина появления поверхности отражения для

ММЗ-моды заключается в том, что система двух обыкновенных дифференциаль-

ных уравнений второго порядка (2.71, 2.37) эквивалентна одному уравнению чет-

вертого порядка, благодаря чему она имеет два решения, соответствующие одному

и тому же значению радиальной компоненты волнового вектора 𝑘⊥. Таким об-

разом, в случае 𝑘⊥ = 0 имеется две поверхности отражения, одна из которых

соответствует полоидальной альфвеновской волне, другое — ММЗ.

2.3 Гидромагнитная неустойчивость сцепленных альфвеновской и мед-

ленной магнитозвуковой мод колебаний в корональных арках в сол-

нечной короне

Примером сцепленных альфвеновских и ММЗ-колебаний являются МГД-

колебания корональных арок в солнечной атмосфере, отмечавшиеся в ряде работ

[Bogachev et al., 2005; De Moortel, 2009; Kim et al., 2014]. Во многих случаях та-

кие возмущения являются «гофрированными», поскольку их характерный масштаб

вдоль оси аркады (т.е. поперек поля) намного меньше длины петель, образующих

аркаду. Важность таких возмущений для физики Солнца невозможно переоценить,

поскольку с ними могут быть связаны некоторые активные явления в солнечной

короне — например, выбросы энергии вдоль нейтральной линии при вспышках, это

резкая дестабилизация, которая может вызвать выброс корональной массы, а также

филаментация корональных арок, вызывающая появление гофрированной тонкой

структуры после вспышки. Роль гофрированных возмущений в активных явлениях

позволяет предположить, что при определенных условиях арка становится неста-

бильной относительно МГД-возмущений. Это обусловливает актуальность изуче-

ния неустойчивостей, связанных со сцеплением альфвеновских и ММЗ-колебаний

в неоднородной плазме солнечной короны.
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Рисунок 40. Цилиндрическая модель корональной арки.

Рисунок 41. Цилиндрическая система координат.

2.3.1 Основные уравнения

Рассмотрим модель корональной арки в виде половины цилиндра с чисто ази-

мутальным магнитным полем (рис. 40). Компонентой магнитного поля вдоль оси

цилиндра будем пренебрегать. В такой модели геометрия магнитного поля соот-

ветствует z-пинчу, где магнитные поверхности представлены вложенными коак-

сиальными цилиндрами. Аналогичная модель корональной арки рассматривалась,

например, в работах [Brady and Arber, 2005; Verwichte et al., 2006; Kaneko et al.,

2015].

Колебания в такой системе уместно исследовать в цилиндрической системе ко-

ординат (рис. 41), в которой азимутальный угол 𝜙 соответствует направлению

вдоль силовых линий. Значения 𝜑 = 0, 𝜋/2 соответствуют границе короны с фо-

тосферой. Координата 𝑦 направлены вдоль оси цилиндра. Координаты 𝜙, 𝑦 и 𝑟

локально-ортогональны друг другу. Все равновесные параметры в короне предпо-

лагаются зависящими только от радиуса силовой линии 𝑟.

Условие равновесия плазмы имеет вид

∇𝑃 =
1

𝑐
𝐽 × 𝐵⃗, (2.66)
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где 𝑃 , 𝐽и 𝐵⃗ — равновесные значения плазменного давления, плотности тока и

магнитного поля, соответственно. Радиальный масштаб неоднородности давления

будет обозначаться 𝜅 = 𝑃−1𝑑𝑃/𝑑𝑟, отношение плазменного и магнитного давле-

ний 𝛽 = 8𝜋𝑃/𝐵2. В этих обозначениях условие равновесия можно переписать в

виде
𝛽

2
𝜅+

1

𝐵

𝑑𝐵

𝑑𝑟
+

1

𝑟
= 0. (2.67)

В дальнейшем 𝛽, 𝜅 и 𝐵 будут считаться гладкими функциями радиальной коорди-

наты 𝑟.

Ввиду предполагаемой однородности плазмы в направлении 𝑦, возмущение лю-

бого параметра 𝐹 может быть представлено в виде

𝐹 (𝑟, 𝑦, 𝜙, 𝑡) = 𝐹 (𝑟, 𝜙) exp (−𝑖𝜔𝑡+ 𝑖𝑘𝑦𝑦). (2.68)

Здесь 𝑘𝑦 — компонента волнового вектора вдоль оси арки. Зависимость 𝐹 от ради-

альной координаты 𝑟 определяется радиальными профилями величин 𝑃 , 𝐽 и 𝐵⃗, а

также граничными условиями при 𝑟 = 0,∞.

В дальнейшем будет рассмотрено баллонное приближение, в котором считается,

что характерные размеры возмущения поперек силовых линий, т.е. вдоль коорди-

нат 𝑦 и 𝑟, малы по сравнению с масштабами изменения равновесных величин.

Необходимым условием для этого является большое значение компоненты волно-

вого вектора вдоль оси арки: 𝑘𝑦 ≫ 𝜅. Если к тому же радиальный масштаб воз-

мущения много меньше радиуса силовой линии, по радиальной координате может

быть использовано ВКБ-приближение, когда зависимость от 𝑟 представляется в ви-

де exp 𝑖
∫︀
𝑘𝑟(𝑟, 𝜔)𝑑𝑟, где 𝑘𝑟 — радиальная компонента волнового вектора. Полная

поперечная компонента 𝑘⊥ волнового вектора представляется в виде

𝑘2⊥ = (𝑘2𝑟 + 𝑘2𝑦)
1/2.

В баллонном приближении волновое поле может быть охарактеризовано пере-

менными Φ и Θ, введенными в разделе 2.2.1. Отметим, что в выбранной системе
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координат величина Θ записывается в виде

Θ =

√
4𝜋𝛾𝑃

𝑐𝑘𝑦
∇ · 𝜉, (2.69)

где 𝛾 — показатель адиабаты.

В рассматриваемой геометрии система уравнений (2.36, 2.37) записывается в

виде
𝑘2⊥
𝑘2𝑦

(︂
1

𝑟2
𝜕2

𝜕𝜙2
+
𝜔2

𝑣2𝐴

)︂
Φ− 𝛽

𝜅

𝑟
Φ =

2𝜔

𝑟

𝑣𝑠
𝑣𝐴

Θ, (2.70)

𝑣2𝑠

(︂
1

𝑟2
𝜕2

𝜕𝜙2
+
𝜔2

𝑣2𝑐

)︂
Θ =

2𝜔

𝑟

𝑣𝑠
𝑣𝐴

Φ. (2.71)

Здесь 𝑣𝐴, 𝑣𝑠 и 𝑣𝑐 — альфвеновская скорость, скорость звука и скорость ММЗ:

𝑣2𝐴 =
𝐵2

4𝜋𝜌
, 𝑣2𝑠 =

𝛾𝑃

𝜌
, 𝑣2𝑐 =

𝑣2𝐴𝑣
2
𝑠

𝑣2𝐴 + 𝑣2𝑠
,

𝜌 — равновесная плотность плазмы.

Уравнения (2.70) и (2.71) должны быть дополнены граничными условиями. По

азимутальной координате должно быть использовано условие “закрепленности”

силовых линий на фотосфере [Hood, 1986], означающее, что на фотосфере (𝜙 = 0

и 𝜋) смещение плазмы от равновесного положения 𝜉 должно быть равно нулю:

𝜉|𝜙=0,𝜋 = 0. (2.72)

Это условие должно быть записано отдельно для поперечной и продольной (к маг-

нитному полю 𝐵⃗) компонент смещения. Поскольку поперечная компонента про-

порциональна электрическому полю волны, условие 𝜉⊥ = 0 сводится к виду

Φ|𝜙=0,𝜋 = 0. (2.73)

Продольная компонента смещения связана с функцией Θ следующим образом:

𝜔2

𝑣2𝑐

𝜔

𝑐𝑘𝑦
𝜉‖ = −

√
4𝜋𝛾𝑃

𝜔

𝜕Θ

𝜕𝜙

[см. напр., Klimushkin, 1998b]. Следовательно, условие 𝜉‖ = 0 влечет за собой

следующее граничное условие для функции Θ:

𝜕Θ

𝜕𝜙

⃒⃒⃒⃒
𝜙=0,𝜋

= 0. (2.74)
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Уравнения (2.70, 2.71), дополненные граничными условиями (2.73, 2.74) являются

основными уравнениями, использованными в работе.

2.3.2 Альфвеновские и ММЗ-собственные функции

В общем случае уравнения (2.70) и (2.71) описываются сцепленные альфвенов-

ские и ММЗ-моды. Рассмотрим уравнения, описывающие эти моды в приближении

𝑘⊥ → ∞, когда сцеплением можно пренебречь.

Пусть Φ𝑁 — решение уравнения, описывающего альфвеновскую волну(︂
1

𝑟2
𝜕2

𝜕𝜙2
+
𝜔2

𝑣2𝐴

)︂
Φ𝑁 = 0, (2.75)

с граничными условиями

Φ𝑁 |𝜙=0,𝜋 = 0, (2.76)

где 𝑁 — продольное (вдоль силовой линии) волновое число. Нормировку функции

Φ𝑁 выберем следующим образом:

⟨Φ𝑁Φ𝑁 ′⟩ = 𝛿𝑁𝑁 ′, (2.77)

где обозначено ⟨...⟩ =
∫︀ 𝜋
0 (...)𝑑𝜙.

Собственные функции граничной задачи (2.75), (2.76) имеют вид

Φ𝑁 =

√︂
2

𝜋
sin𝑁𝜙, (2.78)

и соответствующие собственные частоты

ΩA𝑁 =
𝑁𝑣𝐴
𝑟

. (2.79)

Аналогично, обозначим Θ𝑁 решение уравнения для медленного магнитного зву-

ка: (︂
1

𝑟2
𝜕2

𝜕𝜙2
+
𝜔2

𝑣2𝑐

)︂
Θ𝑁 = 0 (2.80)

с граничными условиями
𝜕Θ

𝜕𝜙

⃒⃒⃒⃒
𝜙=0,𝜋

= 0. (2.81)

Нормировку этой функции выберем в виде

⟨Θ𝑁Θ𝑁 ′⟩ = 𝛿𝑁𝑁 ′, (2.82)
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где 𝑁 и 𝑁 ′ — целые числа. Тогда собственные функции будут иметь вид

Θ𝑁 =

√︂
2

𝜋
·

⎧⎨⎩ 1/
√
2, при 𝑁 = 0,

cos𝑁𝜙, при 𝑁 > 0.
(2.83)

Соответственно, собственные частоты

ΩC𝑁 =
𝑁𝑣𝑐
𝑟
. (2.84)

Отметим, что случаи 𝜔 = ΩA𝑁 и 𝜔 = ΩC𝑁 соответствуют альфвеновскому и ММЗ-

резонансам [Cheng et al., 1993; Klimushkin, 1998b; Черемных и др., 2014].

2.3.3 Дисперсионное уравнение для сцепленных МГД-мод

Решение уравнений (2.70, 2.71) с граничными условиями (2.73, 2.74) будем искать

в виде разложениям по гармоникам Φ𝑁 and Θ𝑁 :

Φ =
∞∑︁
𝑁=1

𝑎𝑁Φ𝑁 , (2.85)

Θ = 𝑏0Θ0 +
∞∑︁
𝑁=1

Θ𝑁 , (2.86)

где 𝑎𝑁 , 𝑏𝑁 — коэффициенты, подлежащие нахождению.

Подставив (2.86) в (2.71) и проинтегрировав по углу, получаем:

𝑏0 =
2𝜔

𝑟

𝑣𝑠
𝑣𝐴

𝑣2𝑐
𝑣2𝑠

⟨Θ0Φ⟩
𝜔2

, (2.87)

𝑏𝑁 =
2𝜔

𝑟

𝑣𝑠
𝑣𝐴

𝑣2𝑐
𝑣2𝑠

⟨Θ𝑁Φ⟩
𝜔2 − Ω2

C𝑁

. (2.88)

Подставив далее (2.86) в (2.70), мы получим

𝑘2⊥
𝑘2𝑦

(︂
𝜕2

𝜕𝜙2
+
𝜔2𝑟2

𝑣2𝐴

)︂
Φ− 𝛽𝜅𝑟Φ = 4

𝑣2𝑐
𝑣2𝐴

[︃
⟨Θ0Φ⟩+

∞∑︁
𝑁=1

𝜔2Θ𝑁

𝜔2 − Ω2
C𝑁

⟨Θ𝑁Φ⟩
]︃
. (2.89)

Симметричные и антисимметричные относительно “вершины” арки (𝜙 = 𝜋/2)

моды Φ должны быть рассмотрены отдельно. Свертка ⟨Θ𝑁Φ𝑁 ′⟩ будет учитываться

только лишь для наименьших значений 𝑁 и 𝑁 ′.
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Альфвеновские собственные моды, симметричные относительно экватора.

В этом случае существенный вклад в дисперсионное уравнение будут вносить

только гармоники Θ0, Θ2, Φ1. Тогда уравнение (2.89) сводится к виду

𝑘2⊥
𝑘2𝑦

(︂
𝜕2

𝜕𝜙2
+
𝜔2𝑟2

𝑣2𝐴

)︂
Φ1 − 𝛽𝜅𝑟Φ1 = 4

𝑣2𝑐
𝑣2𝐴

√︂
2

𝜋

[︂
2

𝜋
− 4

3𝜋

𝜔2

𝜔2 − Ω2
C2

cos 2𝜙

]︂
. (2.90)

После того, как мы умножим это уравнение на Φ1 и проинтегрируем по углу, мы

получим приближенное дисперсионное уравнение

𝑘2⊥
𝑘2𝑦

(︀
𝜔2 − Ω2

A1

)︀
− 𝛽

𝜅𝑣2𝐴
𝑟

=
32

𝜋2
𝑣2𝑐
𝑟2

(︂
1 +

2

9

𝜔2

𝜔2 − Ω2
C2

)︂
, (2.91)

где использованы также условия (2.79) и (2.84).

Случай 𝑘𝑟 → ∞ соответствует альфвеновскому и ММЗ-резонансам, имеющим

место на цилиндрических поверхностях, где частота волны равна, соответственно,

ΩA1 и ΩC2. Противоположный случай 𝑘𝑟 → 0 соответствует поверхностям отраже-

ния, определяемым уравнением

𝜔 = Ω±(𝑟),

где Ω±— решение биквадратного уравнения (2.91) при условии 𝑘2⊥/𝑘
2
𝑦 = 1:

Ω2
± =

1

2

[︁
(Ω2

A1 + Ω2
C2 +𝐻)±

√
𝐷
]︁
. (2.92)

Здесь обозначено

𝐻 = 𝛽
𝜅𝑣2𝐴
𝑟

+
32

𝜋2
11

9

𝑣2𝑐
𝑟2

(2.93)

и

𝐷 = (Ω2
A1 − Ω2

C2 +𝐻)2 +

(︂
16

3𝜋

)︂2 𝑣2𝑐
𝑟2
Ω2

C2. (2.94)

Отметим, что величина 𝐷 всегда положительна.

Неустойчивость (Ω2
− < 0) может развиваться на ветви с меньшей частотой при

условии

(Ω2
A1 + Ω2

C2 +𝐻)−
√
𝐷 < 0,

которое сводится к виду:

𝛽𝜅𝑟 < −1− 32

𝜋2
𝑣2𝑐
𝑣2𝐴
. (2.95)
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Рисунок 42. Сопоставление точного (сплошные линии) и приближенного

(пунктир) значения порога неустойчивости для симметричных функций Φ.

Отметим, что это условие качественно совпадает с результатами работы [Бурдо

и др., 2000], полученными для дипольного магнитного поля. Инкремент неустой-

чивости есть

Γ =
1√
2

[︁√
𝐷 − (Ω2

A1 + Ω2
C2 +𝐻)

]︁1/2
. (2.96)

Условие (2.95) дает лишь приближенное значение порога неустойчивости. Точ-

ное значение порога в симметричном случае может быть найдено непосредственно

из уравнения (2.89) при 𝜔 = 0, 𝑘2⊥/𝑘
2
𝑦 = 1 и граничном условии (2.73):

𝜕2

𝜕𝜙2
Φ− 𝛽𝜅𝑟Φ = 4

𝑣2𝑐
𝑣2𝐴

⟨Θ0Φ⟩ . (2.97)

Будем искать решение этого уравнения в виде

Φ =
∞∑︁
𝑚=1

𝑎𝑚Φ2𝑚−1, (2.98)

где Φ2𝑚−1 — нечетные собственные функции Φ𝑁 (2.78). В этом случае условие

неустойчивости сводится к выражению(︂
2

𝜋
√
−𝛽𝜅𝑟

tan
𝜋
√
−𝛽𝜅𝑟
2

− 1

)︂
𝑣2𝐶
𝑣2𝐴

− 𝛽𝜅𝑟

4
= 0. (2.99)

Решение этого уравнения (для минимального значения величины −𝛽𝜅𝑟, соответ-

ствующей неустойчивости) сопоставлено в приближенным решением (2.95) на ри-
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сунке 42. Нетрудно видеть, что приближенное решение лишь незначительно отли-

чается от точного, особенно при 𝑣2𝐶/𝑣
2
𝐴 ≪ 1, т.е. для малых значений 𝛽, типичных

для солнечных корональных арок.

Альфвеновские собственные моды, антисимметричные относительно эквато-

ра. Главной гармоникой альфвеновской волны, антисимметричной относительно

экватора, является Φ2. Таким образом, свертка ⟨Θ𝑁Φ2⟩ не равна нулю только для

нечетных ММЗ-гармоник ΘN. Для нахождения приближенного значения порога

неустойчивости достаточно учесть только главную нечетную гармонику — Θ1. То-

гда уравнение (2.89) приводится к виду:

𝑘2⊥
𝑘2𝑦

(︂
𝜕2

𝜕𝜙2
+
𝜔2𝑟2

𝑣2𝐴

)︂
Φ2 − 𝛽𝜅𝑟Φ2 = 4

𝑣2𝑐
𝑣2𝐴

𝜔2

𝜔2 − Ω2
C1

⟨Θ1Φ2⟩ . (2.100)

Умножая это выражение на Φ2 и интегрируя по углу, мы получаем следующее

дисперсионное уравнение:

𝑘2⊥
𝑘2𝑦

(︀
𝜔2 − Ω2

A2

)︀
− 𝛽

𝜅𝑣2𝐴
𝑟

= 4
𝑣2𝑐
𝑟2

𝜔2

𝜔2 − Ω2
C1

(︂
8

3𝜋

)︂2

. (2.101)

В антисимметричном случае альфвеновский и ММЗ-резонансы (когда 𝑘𝑟 → ∞)

имеют место при частотах ΩA2 и ΩC1, соответственно. Поверхности отражения

(когда 𝑘𝑟 → 0) в этом случае определяются из условия

Ω2
± =

1

2

[︁
(Ω2

A2 + Ω2
C1 +𝐻)±

√
𝐷
]︁
, (2.102)

где

𝐻 = 𝛽
𝜅𝑣2𝐴
𝑟

+
4𝑣2𝑐
𝑟2

(︂
8

3𝜋

)︂2

, (2.103)

и

𝐷 = (Ω2
A2 − Ω2

C1 +𝐻)2 +
𝑣2𝑐
𝑟2

(︂
32

3𝜋

)︂2

Ω2
C1. (2.104)

Неустойчивость по прежнему развивается на низкочастотной ветви (решение

уравнения (2.102), соответствующее знаку “−”). Условие неустойчивости имеет

вид

(Ω2
A2 + Ω2

C1 +𝐻)−
√
𝐷 < 0,
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который после преобразований приводится к виду

𝛽𝜅𝑟 < −4. (2.105)

Инкремент неустойчивости равен

Γ =
1√
2

[︁√
𝐷 − (Ω2

A2 + Ω2
C1 +𝐻)

]︁1/2
. (2.106)

Общие свойства неустойчивости для симметричных и антисимметричных

мод. В обоих случаях симметричных и антисимметричных мод дискриминант 𝐷,

входящий в выражения для частоты отражения (2.92) и (2.102), является положи-

тельно определенной величиной. Следовательно, в полном соответствии с извест-

ной теоремой магнитной гидродинамики [Кадомцев, 1963; Frieman and Rotenberg,

1960], квадрат частоты волны является величиной реальной.

С уменьшением величины 𝛽, в обоих случаях величина частоты отражения

Ω− стремится к частоте ММЗ-резонанса (ΩC2 либо ΩC1), в то время как часто-

та Ω+ стремится к альфвеновской резонансной частоте (ΩA1 либо ΩA2). Поскольку

неустойчивость развивается при Ω2
− < 0, отсюда следует, что неустойчивость име-

ет место только на ММЗ-ветви колебаний. Это соответствует результатам работ

[Мазур и др., 2012; Kozlov et al., 2014]. Однако порог неустойчивости определя-

ется сцеплением ММЗ с альфвеновской волной. Как видно из выражений (2.95) и

(2.105), при небольших значениях 𝛽 порог неустойчивости ниже для симметрич-

ных альфвеновских мод, чем для антисимметричных.

2.3.4 Радиальная структура неустойчивых мод

До сих пор мы рассматривали предел 𝑘𝑟/𝑘𝑦 → 0, обычно изучаемый в теории

баллонной неустойчивости. Для произвольных значений 𝑘𝑟/𝑘𝑦 решение уравнений

(2.91) и (2.101) может быть представлено в виде

𝑘2𝑟(𝑟, 𝜔) = −𝑘2𝑦
(︂
𝜔2 − Ω2

−(𝑟)

𝜔2 − Ω2
C(𝑟)

)︂(︂
𝜔2 − Ω2

+(𝑟)

𝜔2 − Ω2
A(𝑟)

)︂
. (2.107)

В симметричном случае в качестве ΩC следует подставить величину ΩC2, и в ка-

честве ΩA следует подставить ΩA1. В антисимметричном случае, в качестве ΩC
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Рисунок 43. Поведение функции Ω2
−(𝑟) в окрестности ее минимума.

следует подставить величину ΩC1, и в качестве ΩA следует подставить ΩA2. Как

видно из формул (2.92) и (2.102), выполняется неравенство Ω− < ΩC. Таким об-

разом, нижняя частота отражения всегда меньше частоты ММЗ-резонанса. Однако

верхняя частота отражения Ω+ может быть как больше, так и меньше частоты

альфвеновского резонанса ΩA, в зависимости от профилей 𝛽(𝑟), 𝜅(𝑟) и 𝐵(𝑟).

При небольших значениях 𝛽 частоты ΩA и Ω+ всегда выше частот Ω− и ΩC.

Тогда в области неустойчивости уравнение (2.107) может быть записано в упро-

щенном виде:

𝑘2𝑟(𝑟, 𝜔) = −𝐾2𝜔
2 − Ω2

−(𝑟)

𝜔2 − Ω2
C(𝑟)

. (2.108)

Здесь обозначено 𝐾 = (Ω+/ΩA) 𝑘𝑦. Поскольку при 𝛽 < 1 величины Ω+ и ΩA не

сильно отличаются друг от друга, значение 𝐾 по порядку величины совпадает с

𝑘𝑦.

Поскольку неустойчивость может развиваться при малых (более того, отрица-

тельных) значениях Ω2
−(𝑟), предположим, что функция Ω2

−(𝑟) достигает миниму-

ма при некотором значении 𝑟 = 𝑟min (рис. 43). Вблизи магнитной поверхности

𝑟 = 𝑟min функцию Ω2
−(𝑟) можно разложить в ряд Тейлора,

Ω2
− ≈ −Γ2

(︂
1− 𝑥2

𝑙2

)︂
, (2.109)

где обозначено 𝑥 = 𝑟 − 𝑟min, Γ2 = −Ω2
−(𝑟min), и 𝑙 — некоторая константа, связан-

ная с радиальным масштабом неоднородности плазмы и магнитного поля 𝐿 (см.

рис. 43). Область, где выполняется неравенство Ω2
− < 0, в дальнейшем будет на-

зываться областью неустойчивости. как видно из уравнения (2.109), ширина этой

области примерно равна 2𝑙.
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Величина Γ в формуле (2.109) характеризует инкремент неустойчивости. Она

может быть оценена исходя из формул (2.92, 2.102):

Γ ≈ 𝑣𝑠√
𝑟min𝑙

, (2.110)

радиус кривизны силовой линии при радиальной координате 𝑟 = 𝑟min обозначен

𝑟min.

Поскольку в случае неустойчивости частота волны является чисто мнимой ве-

личиной, мы можем обозначить 𝜔2 = −𝛾2, где 𝛾2 > 0. Тогда уравнение (2.108)

может быть переписано в виде

𝑘2𝑟(𝑟, 𝛾) ≈
𝐾2

𝛾2 + Ω2
C

(︂
Γ2 − 𝛾2 − Γ2𝑥

2

𝑙2

)︂
. (2.111)

Введем обозначение

Δ2 = 𝑙2
Γ2 − 𝛾2

Γ2
(2.112)

(заметим, что величина Δ является функцией инкремента 𝛾). Тогда уравнение

(2.111) сведется к виду

𝑘𝑟(𝑟, 𝛾) ≈
𝐾

𝑙

Γ√︀
𝛾2 + Ω2

C

√︀
Δ2 − 𝑥2. (2.113)

Из этого выражения видно, что Δ имеет смысл радиальной координаты поверхно-

сти отражения, где 𝑘𝑟 = 0. Таким образом, мода заперта по радиальной координате

между магнитными поверхностями с координатами 𝑟± = 𝑟min ±Δ (точки поворо-

та). Поскольку мы интересуемся главным образом оценками по порядку величи-

ны, вариацией частоты ММЗ-резонанса ΩC поперек магнитных оболочек в области

неустойчивости будем пренебрегать.

В области локализации моды, ограниченной двумя точками поворота, ради-

альная компонента волнового вектора удовлетворяет правилу квантования Бора-

Зоммерфельда:
𝑟+∫︁
𝑟−

𝑘𝑟(𝑟, 𝛾)𝑑𝑟 = 𝜋

(︂
𝑛+

1

2

)︂
, (2.114)
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Рисунок 44. Зависимость квадрата нормализованного инкремента от параметра

𝜁 = (2𝑛+ 1)/(𝐾𝑙) для значений Ω2
C/Γ

2 = 0.5, 1, и 2.

где 𝑛 — целое число, соответствующее номеру радиальной гармоники. Подставляя

𝑘𝑟 из (2.113) в (2.114) и вычисляя интеграл, получаем

1

Γ

Γ2 − 𝛾2𝑛√︀
𝛾2𝑛 + Ω2

C

=
2𝑛+ 1

𝐾𝑙
, (2.115)

где 𝛾𝑛 — инкремент неустойчивости 𝑛-ой радиальной гармоники. Решение этого

уравнения имеет вид

𝛾2𝑛 = Γ2

(︂
1 +

1

2
𝜁2 −

√︀
𝐷1

)︂
, (2.116)

где

𝜁 =
2𝑛+ 1

𝐾𝑙
, and 𝐷1 =

(︂
1 +

1

2
𝜁2
)︂2

− 1 +
Ω2

C

Γ2
𝜁2.

Зависимость инкремента от параметра 𝜁 проиллюстрирована на рисунке 44. Заме-

тим, что дискриминант 𝐷1 всегда положителен. Как видно из рисунка, возмущения

с короткими длинами волн в направлении 𝑦 (вдоль оси арки) наиболее неустойчи-

вы.

В области неустойчивости, при условии

𝐾𝑙 ≫ 1, (2.117)

соответствующему возмущениям с очень короткими длинами волн вдоль арки и

малым значениям 𝑛, решение уравнения (2.115) может быть приближенно записано
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Рисунок 45. Схематическое изображение корональной арки при условии

“гофрированной” неустойчивости. Стрелки показывают неустойчивые магнитные

трубки — «языки».

в виде

𝛾2𝑛 ≈ Γ2

⎛⎝1− 2𝑛+ 1

𝐾𝑙

√︃
1 +

Ω2
C

Γ2

⎞⎠ . (2.118)

Таким образом, для низких радиальных гармоник (𝑛 ≈ 1) и значений 𝐾𝑙 ≫ 1, ве-

личина 𝛾2𝑛 имеет тот же знак, что и Γ2, т.е. является положительной. В этом случае

имеет место неустойчивость. Следовательно, условия неустойчивости определяют-

ся неравенствами (2.95) или (2.105) и (2.117). При этом длины волн неустойчивых

возмущений вдоль оси арки много меньше ее радиуса, так что неустойчивые воз-

мущения имеют “гофрированную” пространственную структуру, как показано на

рисунке 45.

Однако есть и еще одно условие неустойчивости. Действительно, различные

радиальные гармоники имеют различные инкременты. По порядку величины, раз-
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личие инкрементов для гармоник с двумя близкими номерами 𝑛 есть

Δ𝛾𝑛 ≈
Γ

𝐾𝑙
≈ 𝑣𝑠

𝐾𝑙
√
𝑅𝑙
,

где 𝑅 — радиус арки. Но для достаточно больших номерах 𝑛 величина 𝛾2𝑛 стано-

вится отрицательной, так что неустойчивость пропадает. Таким образом, условия

неустойчивости (2.95) или (2.105) и (2.117) должны быть дополнены неравенством

𝑛 < 𝑛cr, (2.119)

где 𝑛cr — критическое значение радиального волнового числа, которое может быть

оценено с помощью формулы (2.116):

𝑛cr =
1

2

(︂
𝐾𝑙

Γ

ΩC
− 1

)︂
≈ 1

2
𝐾𝑙

Γ

ΩC
. (2.120)

Условие неустойчивости (2.119) имеет достаточно простой смысл.

Во-первых, как видно из уравнения (2.112), для неустойчивых возмущений

(𝛾2𝑛 > 0) должно выполняться неравенство Δ < 𝑙. Как следует из уравнения

(2.109), этот режим может существовать только в том случае, если точки пово-

рота расположены внутри области, где квадрат частоты отражения отрицателен:

Ω2
− < 0. Таким образом, в области неустойчивости расположена только централь-

ная часть резонатора.

Во-вторых, характерное значение радиальной компоненты волнового вектора,

соответствующее критическому значению радиального волнового числа 𝑛cr, мо-

жет быть оценено как 𝑘𝑟 ≈ 𝑛cr/𝑙. С помощью уравнения (2.120) можно оценить

отношение радиальной и 𝑦-компонент волнового вектора как

𝑘𝑟
𝑘𝑦

∼ 1

2

|Ω−|
ΩC

Ω+

ΩA
. (2.121)

Поскольку Γ ≈ ΩC и Ω+ ≈ ΩA, для устойчивых мод с 𝑛 ≫ 𝑛𝑐𝑟 выполняется нера-

венство 𝑘𝑟 ≫ 𝑘𝑦. Отношение поперечных компонент возмущения магнитного поля

выражается как |𝑏𝑟/𝑏𝑦| ≈ 𝑘𝑦/𝑘𝑟. Таким образом, в устойчивом режиме магнитное

поле осциллирует главным образом вдоль оси цилиндра, 𝑏𝑟 ≪ 𝑏𝑦, в то время как

в неустойчивом случае — в радиальном направлении, 𝑏𝑟 ≫ 𝑏𝑦. Это согласуется с
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результатами более ранних работ [Agapitov et al., 2008; Мазур и др., 2012]. Вви-

ду вмороженности магнитного поля в том же направлении колеблется и плазма.

Возмущения такого типа могут быть названы ”языками”.

2.4 Выводы к Главе 2

Перечислим основные результаты, полученные в данной главе.

1. Изучены моды УНЧ-колебаний в неоднородной намагниченной плазме с вы-

соким содержанием тяжелых ионов. Примером такой среды является магнитосфе-

ра Меркурия, где роль тяжелых ионов играют ионы натрия. Показано, что име-

ются две моды колебаний, названные направляемой и изотропной. Эти моды на-

поминают альфвеновскую и быструю магнитозвуковую моды в земной магнито-

сфере, но обладают рядом отличительных особенностей. Главной из них являет-

ся возможность сцепления мод даже для азимутально-симметричных возмущений

(𝑚 = 0). В магнитосфере Меркурия за сцепление отвечают недиагональные компо-

ненты тензора диэлектрической проницаемости, связанные с конечным отношени-

ем частоты колебаний к гирочастоте тяжелых ионов. В частном случае одномерно-

неоднородной плазмы показано существование волнового резонанса, аналогично-

го альфвеновскому резонансу в одножидкостном МГД-приближении. Сингулярные

решения демонстрируют колебательное поведение вблизи особой точки. Установ-

лено, что резонансные УНЧ-колебания в магнитосфере Меркурия должны быть

отождествлены с ионно-ионной гибридной модой.

2. Изучена структура медленной магнитозвуковой (ММЗ) моды, сцепленной с

альфвеновской модой из-за кривизны силовых линий в аксиально-симметричной

магнитосфере. Благодаря этому сцеплению ММЗ распространяется поперек маг-

нитных оболочек. Обнаружено, что ММЗ заперта между двумя магнитными обо-

лочками, на одной из которых имеется резонанс, на второй — отсечка. На этих

поверхностях радиальная составляющая волнового вектора стремится к бесконеч-

ности и к нулю соответственно. Резонансная поверхность находится дальше от

Земли, чем поверхность отсечки. Ввиду малого значения скорости звука вблизи
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экватора резонансная частота ММЗ намного ниже, чем у альфвеновской моды.

Максимум амплитуды медленной моды, выраженный в терминах параллельного

магнитного поля, сосредоточен вблизи экватора, но выраженный в гидромагнит-

ных терминах, сосредоточен вблизи ионосферы.

3. Изучено поведение линейных МГД-возмущений корональной аркады, модели-

руемой полуцилиндром с азимутальным магнитным полем и неоднородными ради-

альными профилями давления, температуры и поля плазмы. Эти моды представле-

ны сцепленными альфвеновскими и ММЗ-колебаниями. Рассмотрены возмущения

с короткими продольными (в направлении вдоль аркады) длинами волн. Радиаль-

ная структура возмущений определяется радиальными профилями равновесных

величин. Определены условия для гофрировочной неустойчивости корональной

аркады. Установлено, что инкремент неустойчивости увеличивается с уменьшени-

ем продольной длины волны и радиального волнового числа. Радиальные возму-

щения магнитного поля создают гофрированную рябь аркады в продольном на-

правлении. Для корональных условий время роста неустойчивости короче одной

минуты и уменьшается с повышением температуры.

Основное содержание этой главы основано на публикациях из списка в разделе

«Общая характеристика работы»: [3, 4, 5, 10, 13, 20].
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Глава 3

Сцепление альфвеновской и

компрессионной мод: кинетическое

рассмотрение

Поскольку магнитосферная плазма является бесстолкновительной, применимость

МГД для ее описания стоит под вопросом. Более адекватным описанием магни-

тосферной плазмы, особенно при конечном давлении, является кинетический под-

ход. Важным результатом кинетики является существование мод колебаний, кото-

рым нет аналога в МГД — зеркально-дрейфовой [Tajiri, 1967; Hasegawa, 1969] и

дрейфово-компрессионной [Rosenbluth, 1981; Ng et al., 1984]. Ввиду неоднород-

ности плазмы и магнитного поля эти моды сцеплены с альфвеновской [Lin and

Parks, 1978; Woch et al., 1988]. Рассмотрение эффектов этого сцепления является

предметом настоящей главы.

3.1 Альфвеновская и дрейфово-компрессионная моды

Дрейфово-компрессионная мода является наиболее общей компрессионной мо-

дой в кинетике: для ее существования необходима только неоднородность плазмы

[Rosenbluth, 1981]. С этой модой часто отождествляют компрессионные буревые

пульсации Pc5 в магнитосфере [Crabtree and Chen, 2004]. Отдельные аспекты сцеп-

ления этих мод с альфвеновскими изучались в 1980-е годы [Patel and Migliuolo,
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Рисунок 46. Цилиндрическая модель магнитосферы

1980; Patel et al., 1984], но полной картины этого явления пока не существует.

Здесь мы продолжим эту работу.

3.1.1 Основные уравнения

Рассмотрим цилиндрическую модель магнитосферы, где магнитные силовые ли-

нии имеют постоянный радиус кривизны 𝑅 (рис. 46). Радиус кривизны играет роль

радиальной координаты 𝑥. Все равновесные параметры (концентрация 𝑛, темпера-

тура 𝑇 , равновесное магнитное поле 𝐵) меняются только поперек магнитных обо-

лочек. В этой модели магнитосфера и плазма считается 1-мерно неоднородными,

силовые линии имеют форму концентрических окружностей, магнитные поверх-

ности имеют вид вложенных друг в друга концентрических цилиндров, все равно-

весные параметры зависят только от расстояния от оси цилиндров. Безусловно, эта

модель является слишком упрощенной, поскольку не принимает во внимание неод-

нородность плазмы и магнитного поля вдоль силовых линий и, особенно, наличие

плотной высокопроводящей ионосферы. Тем не менее, такая модель принимает во

внимание такие базовые особенности магнитосферы, как кривизна силовых линий

и неоднородное плазменное давление, и поэтому можно полагать, что она адекват-

но описывает основные свойства УНЧ-мод.

Отношение плазменного давления к магнитному 𝛽 ∼ 1, но в плазме имеется

популяция холодных электронов, чья высокая подвижность вдоль силовых линий

обеспечивает равенство нулю продольной компоненты электрического поля волны

(𝐸‖ = 0). Предполагается, что равновесная функция распределения 𝐹 максвеллов-
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ская,

𝐹 =
𝑛

(2𝜋𝑇 )3/2
𝑒−𝜀/𝑇 , (3.1)

где 𝜀 = 𝑣2/2 есть энергия в расчете на единицу массы. Анизотропия давления

плазмы не принимается во внимание, т.е. предполагается равенство продольной и

поперечной температур. Условие равновесия неподвижной плазмы предполагает,

что градиент полного давления плазмы (суммы газового 𝑃 и магнитного 𝐵2/8𝜋

давлений) уравновешен натяжением силовых линий:

∇
(︂
𝑃 +

𝐵2

8𝜋

)︂
=
𝐵2

4𝜋
(𝑒⃗ · ∇)𝑒⃗,

где 𝑒⃗ = 𝐵⃗/𝐵 — единичный вектор вдоль направления магнитного поля. В цилин-

дрической геометрии это выражение удобно переписать в виде

4𝜋𝑃 ′

𝐵2
= −𝐵

′

𝐵
− 1

𝑅
(3.2)

или

(𝛽/2)𝜅𝑃 + 𝜅𝐵 + 𝜅𝑅 = 0, (3.3)

где 𝜅𝐵 = 𝐵′/𝐵 и 𝜅𝑃 = 𝑃 ′/𝑃 представляют собой нормализованные градиенты

магнитного поля и давления, 𝜅𝑅 = 𝑅−1 — кривизна силовых линий, штрих озна-

чает дифференцирование по радиальной координате 𝑥.

Зависимость возмущенных величин от пространственно-временных координат

предполагается в виде

exp [−𝑖𝜔𝑡+ 𝑖𝑘𝑦𝑦 + 𝑖

∫︁
𝑘𝑥(𝑥)𝑑𝑥+ 𝑖𝑘‖𝑙‖ ],

where 𝑦 и 𝑙‖ —соответственно, азимутальная координата и продольная координаты,

𝑘𝑥 — радиальная компонента волнового вектора (определяемая из старшего по-

рядка ВКБ-приближения). Азимутально-мелкомасштабный предел соответствует

неравенству 𝑘2‖ ≪ 𝑘2⊥ = 𝑘2𝑥 + 𝑘2𝑦 .

При 𝐸‖ = 0 электромагнитное поле волны определяется двумя переменными.

Первая из них 𝑏 = 𝜔𝐵‖/𝑐 пропорциональна продольному магнитному полю волны

𝐵‖ [Chen and Hasegawa, 1991]. Вторая переменная 𝜓, определяется через продоль-

ный вектор-потенциал как 𝐴‖ = −(𝑖𝑐/𝜔)𝜕𝜓/𝜕𝑙‖, где 𝜔 — частота волны; в гироки-

нетике предполагается норминовка ∇ · 𝐴⃗ = 0 [Antonsen and Lane, 1980], так что
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поперечный вектор-потенциал мал по сравнению с продольным 𝐴⊥ = (𝑘‖/𝑘⊥)𝐴‖.

Поскольку 𝐵⃗ = ∇ × 𝐴⃗ и 𝐴⊥ ≪ 𝐴‖, компоненты поперечного магнитного поля

выражаются в виде

𝐵𝑥 =
𝑐𝑘‖
𝜔

𝜕

𝜕𝑦
𝜓, 𝐵𝑦 = −

𝑐𝑘‖
𝜔

𝜕

𝜕𝑥
𝜓. (3.4)

Уравнения гирокинетики из работ [Catto et al., 1981; Antonsen and Lane, 1980]

могут быть записаны в более удобном виде

𝐿𝑀𝑏+ 𝑘𝑦𝐿𝑐𝜓 = 0, (3.5)

𝐿𝐴𝜓 + 𝑘𝑦𝐿𝑐𝑏 = 0 (3.6)

[Chen and Hasegawa, 1991]. Здесь оператор компрессионной моды есть

𝐿𝑀 = −1− 𝑎𝑀 , (3.7)

где

𝑎𝑀 =
4𝜋𝜔2

𝑐2
2𝜋

𝑘2⊥

∑︁
𝑒, 𝑖

𝑞2

𝑚

∫︁
𝑑𝑣‖𝑑𝑣⊥𝑣

3
⊥𝐽

2
1 (𝜉) 𝑄̂𝐹, (3.8)

где 𝜉 = 𝑘⊥𝑣⊥/𝜔𝑐 — аргумент функции Бесселя 𝐽1,

𝑄̂𝐹 =
1

𝑘‖𝑣‖ − (𝜔 − 𝜔𝑑)

(︂
𝜕𝐹

𝜕𝜀
+
𝑘𝑦𝐹

′

𝜔𝜔𝑐

)︂
, (3.9)

и

𝜔𝑑 =
𝑘𝑦
𝜔𝑐

(︃
𝐵′

0

2𝐵0
𝑣2⊥ −

𝑣2‖
𝑅

)︃
— частота дрейфа в неоднородном магнитном поле. Далее, оператор альфвеновской

моды записывается в виде

𝐿𝐴 = (𝑘2𝑥 + 𝑘2𝑦)

(︂
𝜔2

𝑣2𝐴
− 𝑘2‖

)︂
+ 𝑘2𝑦

4𝜋𝑃 ′

𝐵2
0

(︂
𝐵′

0

𝐵0
− 1

𝑅

)︂
+ 𝑎𝐴, (3.10)

где

𝑎𝐴 =
4𝜋𝜔2

𝑐2
2𝜋𝜔

∑︁
𝑒, 𝑖

𝑞2

𝑚

∫︁
𝑑𝑣‖𝑑𝑣⊥𝑣⊥

(︁𝜔𝑑
𝜔

)︁2
𝐽2
0 (𝜉) 𝑄̂𝐹. (3.11)

Наконец, оператор сцепления мод есть

𝐿𝑐 =
4𝜋𝑃 ′

𝐵2
0

− 𝑎𝑐, (3.12)
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𝑎𝑐 =
4𝜋𝜔2

𝑐2
2𝜋

𝑘⊥

∑︁
𝑒, 𝑖

𝑞2

𝑚

∫︁
𝑑𝑣‖𝑑𝑣⊥𝑣

2
⊥𝐽0(𝜉)𝐽1(𝜉)

𝜔𝑑
𝜔
𝑄̂𝐹. (3.13)

Члены 𝑎𝑀 , 𝑎𝐴, 𝑎𝑐 отвечают за взаимодействие волна-частица.

Введем диамагнитую дрейфовую частоту

𝜔* =
𝑘𝑦
𝜔𝑐

𝑛′

𝑛
𝑇

(︂
1− 3

2
𝜂

)︂
, (3.14)

где

𝜂 =
𝑇 ′

𝑛′
𝑛

𝑇
.

Другие характеристические частоты

𝜔̃* =
𝑘𝑦
𝜔𝑐
𝑇 ′

и

Ω𝑑 =
𝑘𝑦
𝜔𝑐
𝑇

[︂(︂
𝐵′

𝐵
+

2

𝑅

)︂
𝜆− 2

𝑅

]︂
,

где 𝜆 = 𝑣2⊥/𝑣
2. Рассмотрим предел квази-МГД, когда Ω𝑑/𝜔 ≪ 1, 𝜉 ≪ 1 and

𝜔,Ω𝑑 ≫ 𝑘‖𝑉‖. Тогда операторы могут быть переписаны в виде

𝐿𝐴 = 𝑘2𝑥𝐿𝑇 + 𝑘2𝑦𝐿𝑃 , (3.15)

𝐿𝑐 =
4𝜋𝑃 ′

𝐵2
− 𝛽

𝜔 − 𝜔*

𝜔

(︂
𝐵′

𝐵
− 1

2𝑅

)︂
+ 𝑖𝛽Γ𝑐, (3.16)

𝐿𝑀 = −1− 𝛽
𝜔 − 𝜔*

𝜔
+ 𝑖𝛽Γ𝑀 . (3.17)

Операторы

𝐿𝑇 =

(︂
𝜔2

𝑣2𝐴
− 𝑘2‖

)︂
, (3.18)

и

𝐿𝑃 =

(︂
𝜔2

𝑣2𝐴
− 𝑘2‖

)︂
+

4𝜋𝑃 ′

𝐵2

(︂
𝐵′

𝐵
− 1

𝑅

)︂
− 𝛽

𝜔 − 𝜔*

𝜔

(︂
𝐵′2

𝐵2
− 𝐵′

𝐵𝑅
+

3

2𝑅2

)︂
+ 𝑖𝛽Γ𝐴,

(3.19)

будем называть тороидальным и полоидальным, соответственно. Мнимые слагае-

мые есть

Γ𝐴 =

√
𝜋

2

∫︁ 1

0

𝑑𝜆√
1− 𝜆

(︂
𝜔 − 𝜔*

𝜔
− 𝜔̃*

Ω𝑑

)︂(︂
𝜔

Ω𝑑

)︂ 7
2

𝑒
− 𝜔

Ω𝑑

[︂(︂
𝐵′

𝐵
+

2

𝑅

)︂
𝜆− 2

𝑅

]︂2
, (3.20)
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Γ𝑐 =

√
𝜋

2

∫︁ 1

0

𝜆𝑑𝜆√
1− 𝜆

(︂
𝜔 − 𝜔*

𝜔
− 𝜔̃*

Ω𝑑

)︂(︂
𝜔

Ω𝑑

)︂ 7
2

𝑒
− 𝜔

Ω𝑑

[︂(︂
𝐵′

𝐵
+

2

𝑅

)︂
𝜆− 2

𝑅

]︂
, (3.21)

Γ𝑀 =

√
𝜋

2

∫︁ 1

0

𝜆2𝑑𝜆√
1− 𝜆

(︂
𝜔 − 𝜔*

𝜔
− 𝜔̃*

Ω𝑑

)︂(︂
𝜔

Ω𝑑

)︂ 7
2

𝑒
− 𝜔

Ω𝑑 . (3.22)

Давление электронной компоненты считаем пренебрежимо малым. Здесь предпо-

лагается, что Ω𝑑 > 0, т.е. азимутальная компонента волнового вектора 𝑘𝑦 отрица-

тельна. В противоположном случае операторы имели бы только реальную часть:

эффективный обмен энергией между волнами и частицами может существовать

только в случае, когда фазовая скорость волны сонаправлена с дрейфом в неодно-

родном магнитном поле.

Выражая 𝑏 из (2.66) и подставляя в (3.6), получаем дисперсионное уравнение,

описывающее сцепленные альфвеновские и дрейфово-компрессионные моды в 1-

мерно неоднородной плазме:

(𝑘2𝑥𝐿𝑇 + 𝑘2𝑦𝐿𝑃 )𝜓 − 𝑘2𝑦
𝐿2
𝑐

𝐿𝑀
𝜓 = 0. (3.23)

Если неоднородность слаба, уравнение (3.23) сводится к дисперсионному урав-

нению альфвеновской волны: 𝑘2⊥(𝜔
2 − 𝑘2‖𝑣

2
𝐴) = 0. Уравнение для компрессион-

ной моды принимает вид (1 + 𝛽)𝑏 = 0 и имеет только тривиальное решение

𝑏 = 0, означающее отсутствие компрессионной моды (напомним, что речь идет

об азимутально-мелкомасштабном случае, когда БМЗ отсутствует). Однако если

мы учтем диамагнитный дрейф (но по прежнему будем пренебрегать сцеплением

с альфвеновской модой), то у уравнения (3.5) появится нетривиальное решение с

частотой

Re𝜔 = 𝜔*
𝛽

1 + 𝛽
. (3.24)

Мода, определяемая этим соотношением, и носит название дрейфово-

компрессионной (ДК) моды. У ДК-моды есть также мнимая часть частоты

Im𝜔 = 𝜔*Γ𝑀
𝛽2

(1 + 𝛽)2
. (3.25)
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Обратим внимание на важное сходство альфвеновской и ДК-моды: частота не

зависит от радиальной компоненты волнового вектора (хотя во втором случае она

пропорциональна азимутальной компоненты благодаря множителю 𝜔*).

Если частоты имеющие чисто кинетическую природу частоты стремятся к нулю,

𝜔* = 𝜔̃* = Ω𝑑 = 0, уравнение (3.23) приводится к виду

[𝑘2𝑥𝐿𝑇 + 𝑘2𝑦𝐿
(𝑚ℎ𝑑)
𝑃 ]𝜓 = 0, (3.26)

где тороидальный оператор по прежнему определяется соотношением (3.18), в то

время как полоидальный оператор записывается в виде

𝐿
(𝑚ℎ𝑑)
𝑃 =

(︂
𝜔2

𝑣2𝐴
− 𝑘2‖

)︂
+

[︃
− 2

𝑅

(︂
4𝜋𝑃 ′

𝐵2
+

7

4

𝛽

𝑅

)︂
+

(︂
3

2𝑅

)︂2 𝛽2

1 + 𝛽

]︃
. (3.27)

Обратим внимание, что он целиком определяется через гидромагнитные величины

(отсюда и верхний индекс mhd).

Перейдем к рассмотрению изменений, вносимых эффектом, выходящим за рам-

ки идеальной МГД — диамагнитным дрейфом (величина 𝜔* конечна).

3.1.2 Области локализации альфвеновской и дрейфово-компрессионной мод

Поскольку все слагаемые в (3.23) зависят от радиальной координаты 𝑥, это уравне-

ние в конечном итоге описывает зависимость радиальной компоненты волнового

вектора 𝑘𝑥(𝑥) от радиальной координаты (и от частоты 𝜔 как от параметра):

𝑘2𝑥 = −𝑘2𝑦
𝐿𝑃𝐿𝑀 − 𝐿2

𝑐

𝐿𝑇𝐿𝑀
. (3.28)

Таким образом, дисперсионное уравнение следует понимать как главный порядок

ВКБ-приближения системы дифференциальных уравнений, описывающих элек-

тромагнитное поле волны. Особый интерес представляют области прозрачности,

где квадрат радиальной компоненты волнового вектора положителен (𝑘2𝑥 > 0).

Именно в этих областях локализованы волны.

Если известны области прозрачности, с помощью решения уравнений (3.4) и

(3.5) или (3.6) возможно определить отношение поперечной компоненты магнит-

ного поля волны к продольной. Далее, нетрудно видеть, что поперечные компонен-

ты связаны между собой соотношением 𝐵𝑥/𝐵𝑦 = −𝑘𝑦/𝑘𝑥, где 𝑘𝑥 определяется из
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(3.23) как функция радиальной координаты. Таким образом, мы можем определить

поляризацию волны в любой точке, где она существует.

Области прозрачности могут быть ограничены магнитными оболочками двумя

видов: резонансными поверхностями, где 𝑘𝑥 → ∞, и поверхностями отсечки, где

𝑘𝑥 = 0. Для альфвеновской моды эти поверхности обычно носят названия то-

роидальной и полоидальной поверхностей, соответственно [Leonovich and Mazur,

1993; Klimushkin et al., 2004].

Как видно из уравнения (3.28), существуют две резонансные поверхности, одна

из которых определена из условия 𝐿𝑇 = 0 и вторая из условия 𝐿𝑀 = 0. Первая

из них и есть тороидальная поверхность, которая только что была упомянута. Со-

ответствующее резонансное условие может быть записано в виде 𝜔 = Ω𝑇 (𝑥), где

Ω𝑇 (𝑥) — тороидальная собственная частота

Ω𝑇 = 𝑘‖𝑣𝐴, (3.29)

являющаяся функцией радиальной координаты. В большей части земной магнито-

сферы (за пределами плазмопаузы) они уменьшается с удалением от Земли. Ради-

альная координата 𝑥𝑇 этой поверхности является решением уравнения 𝜔 = Ω𝑇 (𝑥).

Поскольку тороидальная частота пропорциональна 𝑘‖, тороидальные поверхности

волн с различными продольными волновыми векторами расположены на разных

магнитных оболочках.

Вторая резонансная поверхность соответствует случаю 𝐿𝑀 = 0. Отсюда полу-

чаем условие резонанса в виде 𝜔 = Ω𝑀(𝑥), где

Ω𝑀 =
𝜔*𝛽

1 + 𝛽
. (3.30)

Резонансная частота Ω𝑀 может быть названа частотой компрессионного резонанса.

Как и тороидальная частота, она также является функцией радиальной координаты.

Компрессионный резонанс имеет место на координате 𝑥𝑀 , являющейся решением

уравнения 𝜔 = Ω𝑀(𝑥). Вероятно, наиболее типичным поведением функции Ω𝑀(𝑥)

является увеличение с расстоянием от Земли, за которым следует уменьшение, так
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что имеется максимум при некоторой радиальной координате. В дальнейшем будет

предполагаться, что при любых 𝑥 имет место неравенство Ω𝑇 ≫ Ω𝑀 .

Важным отличием частоты компрессионного резонанса от альфвеновского яв-

ляется то, что его частота не зависит от параллельного волнового вектора. Это

означает, что компрессионные возмущения с различными 𝑘‖ будут иметь одну и

ту же резонансную поверхность, в отличие от резонансных альфвеновских воз-

мущений. Однако частота компрессионного резонанса Ω𝑀 зависит азимутального

волнового вектора 𝑘𝑦: если диамагнитная дрейфовая частота 𝜔* (пропорциональ-

ная 𝑘𝑦) отрицательна, компрессионный резонанс отсутствует.

Переходим к рассмотрению поверхностей отсечки, где выполняется равенство

𝑘𝑥 = 0. В этом случае дисперсионное уравнение сводится к виду

𝐿𝑃𝐿𝑀 − 𝐿2
𝑐 = 0. (3.31)

Дальнейшие рассуждения основаны на предположениях 𝜔*/𝑘‖𝑣𝐴 ≪ 1 и (𝑘‖𝑅)
−2 ≪

1, позволяющих получить результаты аналитическим путем.

Рассмотрим два случая: 𝜔 ∼ 𝑘‖𝑣𝐴 and 𝜔 ∼ 𝜔*. В первом случае мы получаем из

(3.31):

Ω2
𝑃 = 𝑘2‖𝑣

2
𝐴 +

𝑣2𝐴
𝑅

[︂
8𝜋𝑃 ′

𝐵2
+

7

2

𝛽

𝑅
− 9

4𝑅

𝛽2

1 + 𝛽

]︂
. (3.32)

Это выражение совпадает с выражением для полоидальной частоты в МГД при

конечном плазменном давлении, 𝛽 > 0. Радиальная координата 𝑥𝑃 поверхности

отсечки является решением уравнения 𝜔 = Ω𝑃 (𝑥).

Слагаемое в квадратных скобках часто называется баллонным членом, так что

ветвь колебаний, определяемая дисперсионным уравнением (3.26) часто называет-

ся альфвеновской баллонной модой. Влияние баллонного члена может привести к

тому, что полоидальная частота может стать мнимой (если Ω2
𝑃 < 0): это баллонная

неустойчивость, хорошо известная из МГД [Агапитов и др., 2006; Parnowski, 2007;

Мазур и др., 2012]. Однако сейчас мы рассматриваем случай, когда баллонный

член мал по сравнению с 𝑘2‖𝑣
2
𝐴 ввиду предполагаемого неравенства (𝑘‖𝑅)

−2 ≪ 1.

Поэтому Ω2
𝑃 > 0, тороидальная и полоидальная частоты незначительно отлича-

ются друг от друга. Без конкретной модели магнитосферы невозможно сказать
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однозначно, какая из этих двух частот больше, вычисления в рамках МГД пока-

зывают, что в различных случаях обе ситуации возможны [Mager and Klimushkin,

2002; Klimushkin et al., 2004].

Теперь рассмотрим случай 𝜔 ∼ 𝜔*. Тогда условие (3.31) записывается в виде

−𝑘2‖ +
8𝜋𝑃 ′

𝑅𝐵2
− 7

2𝑅2
𝜒+

9

4𝑅2

𝜒2

1 + 𝜒
= 0,

где обозначено 𝜒 = 𝛽(𝜔−𝜔*)/𝜔. TРешение этого уравнения в случае (𝑘‖𝑅)−2 ≪ 1

есть

Ω𝑅 = Ω𝑀

(︃
1 +

1

1 + 𝛽

9

4𝑘2‖𝑅
2

)︃
. (3.33)

Радиальная координата 𝑥𝑅 соответствующей поверхности отсечки является реше-

нием уравнения 𝜔 = Ω𝑅(𝑥).

Как видно из уравнений (3.30, 3.33), всегда Ω𝑅 > Ω𝑀 . Частота отсечки Ω𝑅

сравнительно незначительно отличается от резонансной частоты Ω𝑀 . Поэтому по-

верхности 𝑥𝑀 и 𝑥𝑅 должны быть расположены сравнительно недалеко друг от

друга.

Таким образом, в бесстолкновительной плазме существует две пары резонанс-

ных поверхностей и поверхностей отсечки:

∙ тороидальная 𝑥𝑇 и расположенная рядом полоидальная 𝑥𝑃 поверхности;

∙ поверхность компрессионного резонанса 𝑥𝑀 и расположенная рядом поверх-

ность 𝑥𝑅.

Следовательно, существует две области прозрачности: альфвеновская, ограничен-

ная поверхностями 𝑥𝑇 и 𝑥𝑃 , и дрейфово-компрессионная, ограниченная поверхно-

стями 𝑥𝑀 и 𝑥𝑅. Следует отметить, что моды, замкнутые в обеих этих областях,

имеют и поперечные, и продольные компоненты магнитного поля. Отметим, что

понятие компрессионной альфвеновской моды как моды, в основных чертах сов-

падающей с альфвеновской, но благодаря конечному давлению и неоднородности

плазмы имеющей продольную компоненту магнитного поля, было впервые введе-

но в работах [Pokhotelov et al., 1985; Woch et al., 1988]. При этом компрессионная
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Рисунок 47. Схема зависимости тороидальной и полоидальной альфвеновской

частот от радиальной координаты. Серый овал показывает область прозрачности

область прозрачности существует только в случае 𝜔* > 0. B противоположном

случае, 𝜔* < 0, существует только одна, альфвеновская область прозрачности.

В альфвеновской области прозрачности уравнение (3.28) сводится к виду

𝑘2𝑥 = 𝑘2𝑦
Ω2
𝑃 (𝑥)− 𝜔2

𝜔2 − Ω2
𝑇 (𝑥)

. (3.34)

Если Ω𝑃 (𝑥) > Ω𝑇 (𝑥) и обе эти функции уменьшаются с ростом 𝑥, то 𝑥𝑃 (𝜔) >

𝑥𝑇 (𝜔) (рис. 47). Поскольку обе функции Ω𝑃 и Ω𝑇 зависят от радиального вол-

нового вектора, моды с различной пространственной структурой локализованы в

разных областях магнитосферы. Однако эти функции не зависят от азимутальной

компоненты волнового вектора, поэтому области локализации для разных 𝑘𝑦 оди-

наковы.

В области прозрачности дрейфово-компрессионной моды уравнение (3.28) запи-

сывается в виде

𝑘2𝑥 = 𝑘2𝑦
Ω𝑅(𝑥)− 𝜔

𝜔 − Ω𝑀(𝑥)
. (3.35)

В этом случае 𝑥𝑅(𝜔) > 𝑥𝑀(𝜔) если функция Ω𝑅(𝑥) является растущей и 𝑥𝑅(𝜔) <

𝑥𝑀(𝜔) в противоположном случае (рис. 48). Поскольку Ω𝑀 не зависит от 𝑘‖, а

зависимость Ω𝑅 от 𝑘‖ достаточно слаба, моды с различными продольными струк-

турами имеют одни и те же области прозрачности. С другой стороны, эти частоты

зависят от азимутальной компоненты волнового вектора, поэтому области локали-

зации для разных 𝑘𝑦 различаются.
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Рисунок 48. Схема зависимости частоты компрессионного резонанса и

компрессионной частоты отражения от радиальной координаты. Области

прозрачности отмечены серым овалом. Область, ограниченная двумя

поверхностями отсечки 𝑥𝑅 — поперечный резонатор для

дрейфово-компрессионной моды

3.1.3 За пределами ВКБ-приближения: структура вблизи резонансных поверхностей

Бесконечность радиальной компоненты волнового вектора еще не означает беско-

нечности электрического или магнитного поля волны. Для определения поведения

волны вблизи резонансной поверхности необходимо решить дифференциальное

уравнение, описывающее структуру волны. Поперечная структура волнового по-

ля в гирокинетике определяется на языке волновых векторов. Результатом явля-

ется дисперсионное уравнение, представляющее собой главный порядок решения

дифференциального уравнения в ВКБ-приближении. Простейшим способом опре-

деления дифференциального уравнения было бы заменить 𝑘𝑥 дифференциальным

оператором −𝑖𝜕/𝜕𝑥. Но такой подход позволяет реконструировать только члены

со второй производной по радиальной координате. Однако для определения вида

особенности волнового поля члены с первой производной не мене важны.

Однако мы можем воспользоваться помощью 1-жидкостной МГД, где радиаль-

ные производные в дифференциальном уравнении имеют вид 𝜕
𝜕𝑥𝐿𝑇

𝜕
𝜕𝑥 [Leonovich

and Mazur, 1993; Климушкин, 1997; Klimushkin et al., 2004]. Это дает главный по-

рядок ВКБ-приближения −𝑘2𝑥𝐿𝑇 , совпадающий с первым членом уравнения (3.23).

Таким образом, мы можем реконструировать волновое уравнение следующим об-
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разом:

− 𝑑

𝑑𝑥
𝐿𝑇

𝑑𝜓

𝑑𝑥
+ 𝑘2𝑦𝐿𝑃𝜓 − 𝑘2𝑦

𝐿2
𝑐

𝐿𝑀
𝜓 = 0. (3.36)

Все операторы здесь являются функциями 𝑥 и 𝜔. Разумется, нельзя быть уверенны-

ми, что в кинетике не появятся другие члены с первой производной по радиальной

координате. Тем не мене, это уравнение может служить по крайней мере стартовой

точкой для последующего анализа.

Вблизи тороидальной поверхности главный член этого уравнения есть 𝜕
𝜕𝑥𝐿𝑇

𝜕𝜓
𝜕𝑥 .

При 𝑥 ≈ 𝑥𝑇 тороидальный оператор может быть записан в виде

𝐿𝑇 =
1

𝑣2𝐴

⃒⃒⃒⃒
𝑑Ω2

𝑇 (𝑥)

𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
(𝑥− 𝑥𝑇 )

и главный член уравнения (3.36) приобретает вид

𝑑

𝑑𝑥
(𝑥− 𝑥𝑇 )

𝑑𝜓

𝑑𝑥
= 0.

Решение этого уравнение приводит к хорошо известной логарифмической особен-

ности

𝜓 = 𝐶1 ln (𝑥− 𝑥𝑇 ) + 𝐶2,

где 𝐶1,2 некоторые постоянные, не равные нулю [Leonovich and Mazur, 1993]. Та-

ким образом, вблизи тороидальной поверхности амплитуда волны стремится к бес-

конечности. Обе поперечные компоненты магнитного поля волны имеют особенно-

сти: радиальная компонента — логарифмическую, и азимутальная — особенность

типа полюса.

Вблизи компрессионного резонанса 𝑥𝑀 уравнение (3.36) может быть записано

в виде
𝑑2𝜓

𝑑𝑥2
+ 𝑘2𝑦

ΔΩ

Ω′
𝑀

1

𝑥− 𝑥𝑀
𝜓 = 0, (3.37)

где ΔΩ = Ω𝑅(𝑥𝑀)− Ω𝑀(𝑥𝑀) > 0. Его решение есть

𝜓 =
√︁
𝜅(𝑥− 𝑥𝑀)

[︂
𝑎1𝐽1(2

√︁
𝜅(𝑥− 𝑥𝑀)) + 𝑎2𝑌1(2

√︁
𝜅(𝑥− 𝑥𝑀))

]︂
,

где 𝑎1,2 постоянные, 𝐽1 и 𝑌1 функции Бесселя, и 𝜅 = 𝑘2𝑦ΔΩ/Ω′
𝑀 . При 𝑥 → 𝑥𝑀

получаем асимптотику

𝜓 ≈ 𝑎2
𝜋
[−1 + 𝜅(𝑥− 𝑥𝑀) ln𝜅(𝑥− 𝑥𝑀)] .
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С помощью (3.6) и (3.4) получаем компоненты магнитного поля:

𝐵𝑥 ∝ const, 𝐵𝑦 ∝ ln𝜅(𝑥− 𝑥𝑀), 𝐵‖ ∝
1

𝑥− 𝑥𝑀
. (3.38)

Таким образом, радиальная компонента магнитного поля волны вблизи компрес-

сионного резонанса конечна, в то время как азимутальная и продольная компо-

ненты имеют логарифмическую и полюсную особенности, соответственно. Ин-

тересно, что такое же поведение характерно и для единственной азимутально-

мелкомасштабной компрессионной моды в МГД — медленного магнитного звука

[Климушкин, 1997; Leonovich et al., 2006]. Тем не менее, к этому результату нужно

подходить с осторожностью и воспринимать его только как предварительный.

3.1.4 Альфвеновские неустойчивости при учете сцепления с компрессионной модой

Влияние сцепления с компрессионными модами на альфвеновские неустойчивости

– практически неизученный вопрос. В этом разделе мы рассмотрим этот вопрос на

примере цилиндрической модели магнитосферы, где силовые линии имеют посто-

янный радиус кривизны 𝑅 и все равновесные параметры (концентрация 𝑛, тем-

пература 𝑇 , равновесное магнитное поле 𝐵) меняются только поперек магнитных

оболочек.

Неустойчивость сцепленных альфвеновских и дрейфово-компрессионных

мод. В разделе 3.1 было получено дисперсионное уравнение сцепленных альф-

веновских и дрейфово-компрессионных мод (3.23), содержащее мнимые части Γ𝐴,

Γ𝑐, Γ𝑀 (3.20–3.22), возникающие из-за дрейфового резонанса волна-частица. Эти

добавки приводят к возникновению мнимой части частоты волны, т.е. к ее неустой-

чивости или затуханию.

В частности, в альфвеновской области прозрачности, где 𝜔 ∼ 𝑘‖𝑣𝐴 ≫ 𝜔*, мни-

мая часть уравнения (3.23) дает инкремент

𝛾𝐴 = −
𝑘2𝑦
𝑘2⊥

𝑣2𝐴
2𝜔
𝛽

[︂
Γ𝐴 + Γ𝑐

(︂
8𝜋𝑃 ′

𝐵2
+

𝛽

1 + 𝛽

3

𝑅

)︂
+ Γ𝑀

9

4𝑅2

𝛽

(1 + 𝛽)2

]︂
, (3.39)
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где слагаемые Γ𝐴,𝑐,𝑀 имеют вид

Γ𝐴 =

√
𝜋

2

∫︁ 1

0

𝑑𝜆√
1− 𝜆

(︂
1− 𝜔̃*

Ω𝑑

)︂(︂
𝜔

Ω𝑑

)︂ 7
2

𝑒
− 𝜔

Ω𝑑

[︂(︂
𝐵′

𝐵
+

2

𝑅

)︂
𝜆− 2

𝑅

]︂2
, (3.40)

Γ𝑐 =

√
𝜋

2

∫︁ 1

0

𝜆𝑑𝜆√
1− 𝜆

(︂
1− 𝜔̃*

Ω𝑑

)︂(︂
𝜔

Ω𝑑

)︂ 7
2

𝑒
− 𝜔

Ω𝑑

[︂(︂
𝐵′

𝐵
+

2

𝑅

)︂
𝜆− 2

𝑅

]︂
, (3.41)

Γ𝑀 =

√
𝜋

2

∫︁ 1

0

𝜆2𝑑𝜆√
1− 𝜆

(︂
1− 𝜔̃*

Ω𝑑

)︂(︂
𝜔

Ω𝑑

)︂ 7
2

𝑒
− 𝜔

Ω𝑑 . (3.42)

Критерий неустойчивости может быть легко найден в случае 𝛽 ≪ 1: это Γ𝐴 < 0,

или

𝜔̃* > ⟨Ω𝑑⟩ , (3.43)

где ⟨...⟩ означает усреднение в соответствии с (3.40). Это означает что обе величи-

ны — 𝜔̃* = 𝑘𝑦𝑇
′/𝜔𝑐 и ⟨Ω𝑑⟩ — должны иметь одинаковый знак. С другой стороны,

взаимодействие волна-частица возможно только если Ω𝑑 > 0, что означает 𝑘𝑦 < 0.

Таким образом, необходимым условием неустойчивости является уменьшение тем-

пературы с расстоянием: 𝑇 ′ < 0. Это согласуется с результатом, полученным в

работе [Михайловский и Фридман, 1967].

Когда 𝛽 ∼ 1, вступают в игру слагаемые, связанные со сцеплением мод (т.е.

слагаемые пропорциональные Γ𝑐 и Γ𝑀 ). Член Γ𝑀 отрицателен при тех же са-

мых условиях, что и член Γ𝐴, поэтому он работает в том же направлении. Что

касается члена Γ𝑐, то он отрицателен при условии (3.43) поскольку выражение в

скобках в (3.41) всегда отрицательно. Однако он вряд ли может изменить усло-

вие неустойчивости поскольку член Γ𝑐 домножен на градиент давления, который

обычно отрицателен в регионах плазмы где 𝛽 ∼ 1.

Другой интересной особенностью является сильная зависимость инкремента от

радиальной координаты, выражаемая фактором 𝑘2𝑦/𝑘
2
⊥ в (3.39). Это означает, что

инкремент имеет максимум на полоидальной поверхности и убывает до нуля на

тороидальной поверхности. Однако всегда есть затухание из-за конечной проводи-

мости ионосферы. Это означает, что во время распространения волны в области
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прозрачности на некотором расстоянии от полоидальной поверхности неустойчи-

вость сменяется затуханием. В итоге возникает стационарная картина: волновая

энергия, полученная от частиц, в конечном итоге поглощается ионосферой.

В компрессионной области прозрачности, где 𝜔 ≈ Ω𝑀 ≪ 𝑘‖𝑣𝐴, мнимые части

уравнения (3.23) дают инкремент

𝛾𝑀 = 𝜔*
𝛽2

(1 + 𝛽)2

[︃
Γ𝑀 − 1

(𝑘‖𝑅)2
𝑘2𝑦
𝑘2⊥

(︂
9

2
Γ𝑀 + 3Γ𝑐𝑅

)︂]︃
, (3.44)

где слагаемые Γ𝑀,𝑐 имеют вид

Γ𝑀 = −
√
𝜋

2

∫︁ 1

0

𝜆2𝑑𝜆√
1− 𝜆

(︂
1

𝛽
+
𝜔̃*

Ω𝑑

)︂(︂
𝜔

Ω𝑑

)︂ 7
2

𝑒
− 𝜔

Ω𝑑 , (3.45)

Γ𝑐 = −
√
𝜋

2

∫︁ 1

0

𝜆𝑑𝜆√
1− 𝜆

(︂
1

𝛽
+
𝜔̃*

Ω𝑑

)︂(︂
𝜔

Ω𝑑

)︂ 7
2

𝑒
− 𝜔

Ω𝑑

[︂(︂
𝐵′

𝐵
+

2

𝑅

)︂
𝜆− 2

𝑅

]︂
. (3.46)

Поскольку второй член в (3.44) намного меньше первого, критерий неустойчи-

вости принимает вид Γ𝑀 > 0, или

𝜔̃* < −⟨Ω𝑑⟩
𝛽

, (3.47)

где ⟨...⟩ означает усреднение согласно (3.45). Поскольку ⟨Ω𝑑⟩ > 0, этот критерий

может быть удовлетворен если величина 𝜔̃* = 𝑘𝑦𝑇
′/𝜔𝑐 отрицательна, что означает

увеличение температуры с расстоянием: 𝑇 ′ > 0 (напомним, что 𝑘𝑦 < 0 — ина-

че дрейфовый резонанс волна-частица вообще невозможен). Большая величина 𝛽

благоприятна для неустойчивости.

Принципиальное отличие дрейфово-компрессионных от альфвеновских волн за-

ключается в том, что у первых из них зависимость инкремента от поперечного вол-

нового вектора 𝑘⊥ выражена сравнительно слабо. Это видно из уравнения (3.44).

Поскольку согласно уравнению (3.35) на протяжении области прозрачности вели-

чина 𝑘⊥ меняется от 𝑘𝑦 до ∞, это означает, что инкремент практически не зависит

от радиальной координаты. Поэтому стационарная картина невозможна: энергия,

полученная волной от частиц, не может исчезнуть, и волна распространяется со

все возрастающей амплитудой.
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3.1.5 Итоги

Таким образом, в изотропной бесстолкновительной плазме имеются две моды,

сцепленные между собой из-за кривизны силовых линий и неоднородности про-

филя давления: альфвеновская и дрейфово-компрессионная мода. В приближении

(𝑘‖𝑅)
−2 ≪ 1 обе моды локализованы в двух областях прозрачности, достаточно

изолированных друг от друга. В обеих областях мода имеет дисперсию поперк

магнитных оболочек, т.е. частота волны 𝜔 зависит от радиального волнового век-

тора 𝑘⊥. Причиной дисперсии в конечном итоге является плазменное давление и

кривизна силовых линий. Напомним, что в однородной плазме дисперсия появля-

ется только при учете эффектов конечного ларморовского радиуса и скин-длины

электронов. Обе области прозрачности ограничены резонансными поверхностями

и поверхностями отсечки, где радиальная компонента волнового вектора обраща-

ется, соответственно, в бесконечность и нуль. В обеих областях магнитное поле

волны имеет значительную компрессионную компоненту. Различие между альф-

веновской и дрейфово-компрессионной модой заключаются в том, что в первом

случае местоположение зависит от параллельного волнового вектора и не зависит

от азимутального, во втором случае — наоборот. Кроме того, вблизи поверхности

альфвеновского резонанса обе компоненты поперечного магнитного поля волны

обращаются в бесконечность, в то время как вблизи компрессионного резонанса —

только азимутальная компонента.

Важно также отметить, что дрейфово-компрессионная мода существует только в

том случае, если диамагнитная дрейфовая частота 𝜔* имеет знак плюс. Поскольку

она пропорциональна азимутальному волновому вектору, при каждом знаке гради-

ента давления плазмы дрейфово-компрессионная область прозрачности существу-

ет только для одного из азимутальных направлений распространения волны.
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3.2 Баллонная неустойчивость сцепленных альфвеновских и компресси-

онных мод

В предыдущем разделе мы рассмотрели сцепление альфвеновской и дрейфово-

компрессионной мод в приближении (𝑘‖𝑅)
−2 ≪ 1, когда эти две моды сцеплены

между собой, но имеют существенно различные свойства. Сейчас мы рассмотрим

случай, когда сцепление приводит к развитию неустойчивости космической плаз-

мы, которую можно считать модификацией хорошо известной баллонной неустой-

чивости.

Баллонная неустойчивость представляет собой неустойчивость плазмы конечно-

го давления, погруженной к криволинейное магнитное поле. Эта неустойчивость

развивается в присутствии сильного западного кольцевого тока, что означает рез-

кое уменьшение давления с расстоянием от Земли [Hameiri et al., 1991]. Баллонная

неустойчивость предлагается на роль триггера суббурь [Liu et al., 2012; Rae and

Watt, 2016; Nishimura et al., 2016] и источника некоторых УНЧ-волн типа Pc5 и Pi2

[Panov et al., 2012; Keiling, 2012; Golovchanskaya et al., 2015].

Во многих более ранних работах считалось, что баллонная неустойчивость раз-

вивается на альфвеновской ветви колебаний. Однако Мазур и др. [2012] показали,

что, если рассматривать колебания в магнитной гидродинамике, в действитель-

ности она имеет место на медленной магнитозвуковой ветви. K такому же вы-

воду позднее пришли также авторы работ [Kozlov et al., 2014; Черемных и др.,

2014]. Таким образом, учет сцепления мод имеет принципиальное значение для

изучения баллонной неустойчивости. Но поскольку космическая плазма бесстолк-

новительна, применимость МГД к ней вызывает сомнения. Однако в бесстолкно-

вительной плазме имеется другая компрессионная ветвь колебаний — дрейфово-

компрессионная мода, о которой шла речь выше. Таким образом, изучение баллон-

ной неустойчивости сцепленных альфвеновской и дрейфово-компрессионной мод

представляет значительный интерес.



182

Рисунок 49. Действительная и мнимая часть частоты волны (сплошная и

пунктирная линии, соответственно) в случае 𝜔* → 0

Обычно баллонная неустойчивость рассматривается для азимутальных колеба-

ний, для которых 𝑘𝑥 = 0. Тогда уравнение (3.23) может быть записано в виде:

𝜔2

𝑣2𝐴
𝑅2 +

9

4(1 + 𝛽)

𝜔

𝜔 − Ω𝑀
− 5(1 + 𝛽)

4

𝜔 − Ω𝑀

𝜔
= 𝑍, (3.48)

где введены следующие обозначения: 𝑍 = 𝑘2‖𝑅
2 + 𝛽𝜅𝑃𝑅+1 и Ω𝑀 = 𝜔*𝛽/(1 + 𝛽).

Величина 𝜅𝑃 связана с равновесным током как 𝜅𝑃 = 𝑗𝐵/𝑐𝑃 .

Сначала рассмотрим случай 𝜔* → 0, когда дрейфово-компрессионная мода от-

сутствует. Тогда уравнение (3.48) имеет решение 𝜔2 = (𝑘2‖ + 𝐻)𝑣2𝐴 с баллонным

членом

𝐻 =
𝛽

𝑅2

[︂
𝜅𝑃𝑅 +

1

1 + 𝛽

(︂
7

2
+

5𝛽

4

)︂]︂
. (3.49)

Неустойчивость развивается если 𝜔2 < 0 (рис. 49). Порог неустойчивости задается

соотношением

𝑘2‖𝑅
2 + 𝛽𝜅𝑃𝑅 +

𝛽

1 + 𝛽

(︂
7

2
+

5𝛽

4

)︂
< 0. (3.50)

Как видно, неустойчивость развивается при резком уменьшении давления с рассто-

янием: 𝑃 ′ < 0. В соответствии с условием равновесия такая ситуация возможна

при сильном западном токе. Неустойчивость имеет апериодический характер 𝜔2,

т.е. неустойчивая мода имеет чисто мнимую частоту. Это — баллонная неустой-

чивость, известная из МГД. В частности, критерий неустойчивости (3.50) прак-
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Рисунок 50. Действительная и мнимая часть частоты волны (сплошная и

пунктирная линии, соответственно) в случае Ω𝑀/Ω𝐴 = 0.2, где Ω𝐴 = 𝑘‖𝑣𝐴 —

альфвеновская частота

тически совпадает (за исключением третьего слагаемого, роль которого не очень

велика) с полученным ранее в работах [Liu, 1997; Мазур и др., 2012].

Однако резкий градиент плазменного давления означает наличие эффектов диа-

магнитного дрейфа и появление дрейфово-компрессионной моды. Численное ре-

шение уравнения (3.48) при 𝜔* ̸= 0 показано на рисунке 50.

В этом случае существует четыре ветви колебаний. Первая из них (I на рис. 50)

всегда имеет реальную частоту. Она соответствует альфвеновской волне, распро-

страняющейся в сторону, противоположную направлению диамагнитного дрейфа

ионов. Мы не будем рассматривать ее в дальнейшем.

Частота второй моды (II на рис. 50) меняется от нуля при очень низком давле-

нии почти до дрейфово-компрессионной частоты при большом западном токе, но

всегда меньше Ω𝑀 . Эта мнимая мода, которая является артефактом приближения,

рассматриваемого в данной работе (𝜔 ≫ 𝑘‖𝑣‖). Мы также не будем рассматривать

ее в дальнейшем.

Две наиболее интересные для нас моды отмечены на рисунке 50 цифрами III

и IV. Первая из них соответствует альфвеновской моде, распространяющейся в

сторону диамагнитного дрейфа ионов. При малом давлении ее частота близка



184

к 𝜔 = +𝑘‖𝑣𝐴, с увеличением западного тока она уменьшается. Частота моды

IV, наоборот, растет от величины Ω𝑀 . Эта ветвь колебаний представляет собой

дрейфово-компрессионную моду.

Если ток не очень велик, частота обеих этих мод имеет только реальную часть.

Однако при некотором критическом значении тока 𝑗𝑐 частоты мод III и IV срав-

ниваются. На рис. 50 это соответствует тому, что линии III и IV сливаются и об-

разуют две новые ветви колебаний с комплексно-сопряженными частотами. Они

имеют одну и ту же реальную часть (обозначенную цифрой V) и взаимно проти-

воположные мнимые части (VI и VII). Одна из них затухает со временем (ветвь

VII), другая растет (ветвь VI). Эта растущая мода может быть названа дрейфово-

баллонной модой. В отличие от баллонной неустойчивости в МГД, она не является

апериодической; можно сказать, плазма колеблется с некоторой реальной частотой,

но амплитуда этого колебания растет со временем.

Необходимо отметить, что эта мода отлична от дрейфово-баллонной моды,

рассмотренной ранее в работах [Бойко и Черемных, 1988; Miura et al., 1989;

Andrushchenko et al., 1990]. Дрейфовые эффекты в нашей работе и в этих рабо-

тах входят различным образом. В работах [Бойко и Черемных, 1988; Miura et al.,

1989; Andrushchenko et al., 1990] рассмотрено влияние сильных градиентов дав-

ления на дрейфово-альфвеновские волны, частота которых может быть получена

из частоты альфвеновских волн с помощью подстановки 𝜔2 → 𝜔(𝜔 − 𝜔*). Тако-

го рода модификация нами не рассматривалась, поскольку мы изначально пред-

положили, что плотность (но не давление!) горячих частиц много меньше, чем

холодных: 𝑛ℎ/𝑛𝑐 ≪ 1. ИМенно такая ситуация характерна для магнитосферной

плазмы. В этом случае диамагнитный член 𝜔* в альфвеновском дисперсионном

уравнении уменьшается в 𝑛ℎ/𝑛𝑐 раз [Pokhotelov et al., 1985] и им можно прене-

бречь. С другой стороны, нами учтено сцепление альфвеновской моды с дрейфово-

компрессионной, полностью отсутствовавшей в [Бойко и Черемных, 1988; Miura

et al., 1989; Andrushchenko et al., 1990].
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Найдем порог найденной нами дрейфово-баллонной неустойчивости. Рассмот-

рим предел Ω𝑀 ≪ Ω𝐴. Тогда уравнение четвертого порядка (3.48) сводится к

кубическому уравнению для переменной 𝜒 = 𝜔/Ω𝐴:

𝑎1𝜒
3 + 𝑎2𝜒

2 + 𝑎3𝜒+ 𝑎4 = 0,

где коэффициенты 𝑎1 = 1, 𝑎2 = −Ω𝑀/Ω𝐴, 𝑎3 = −𝑍0/4, 𝑎4 = −𝑏[𝑍0 +
9
4(1 +

𝛽) + 5
4

1
1+𝛽 ]. Здесь обозначено 𝑍0 = 𝑍 + 5

4(1 + 𝛽)− 9
4

1
1+𝛽 . Два из трех корней этого

уравнения совпадают, если дискриминант равен нулю:

𝐷 = −4𝑎32𝑎4 + 𝑎22𝑎
2
3 − 4𝑎1𝑎

3
3 + 18𝑎1𝑎2𝑎3𝑎4 − 18𝑎21𝑎

2
4 = 0

(это соответствует случаю, когда ветви III и IV на рисунке 50 сливаются). При

𝐷 < 0 два из трех корней являются комплексно-сопряженными величинами, и

один из них должен соответствовать неустойчивой моде. Предполагая далее, что

𝑎2 ≪ 1, мы находим порог неустойчивости:

𝑍0 = 3

[︂
9

4
(1 + 𝛽) +

5

4

1

1 + 𝛽

]︂2/3(︂Ω𝑀

Ω𝐴

)︂2/3

. (3.51)

Следовательно, при учете дрейфовых эффектов критический ток выражается в ви-

де

𝑗𝑐 =
𝑃

𝑐𝐵

𝑍0 − 1− 𝑘2‖𝑅
2

𝛽𝑅
.

Отметим, что критический ток, необходимый для баллонной неустойчивости, сни-

жается с ростом диамагнитной частоты 𝜔*.

3.3 Альфвеновская и зеркальная моды

Зеркальная мода может существовать в плазме конечного давления при суще-

ственной анизотропии: средние скорости движения частиц поперек силовых ли-

ний должны превышать продольные скорости в соответствии с соотношением

(9) из Введения. Неоднократно высказывалось предположение, что с зеркально-

дрейфовой модой следует отождествлять компрессионные волны типа Pc5 [Rae

et al., 2007; Soto-Chavez et al., 2019; Cooper et al., 2021]. С этой модой отождеств-
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лялись также некоторые колебания в переходном слое [Denton, 2000; Шевырев,

2005] и солнечном ветре [Hellinger et al., 2017].

В работе [Lin and Parks, 1978] было впервые отмечено, что эта мода сцеплена с

альфвеновской за счет неоднородности плазмы. Различные аспекты этого сцепле-

ния рассматривались в ряде публикаций [Migliuolo, 1983; Pokhotelov et al., 1985;

Woch et al., 1988], однако полная картина влияния сцепления на характер диспер-

сии и условия неустойчивости альфвеновской и зеркально-дрейфовой мод до сих

пор не ясна. В данной работе сделан шаг в этом направлении.

3.3.1 Основные уравнения

Здесь мы по прежнему будем рассматривать одномерно-неоднородную цилиндри-

ческую модель магнитосферы: магнитные силовые линии имеют постоянный ра-

диус кривизны 𝑅 (играющий роль радиальной координаты 𝑥), все равновесные

параметры (концентрация 𝑛, температура 𝑇 , равновесное магнитное поле 𝐵) ме-

няются только поперек магнитных оболочек. Имеющаяся в плазме популяция хо-

лодных электронов обеспечивает равенство нулю продольной компоненты элек-

трического поля волны (𝐸‖ = 0). Отношение плазменного давления к магнитному

𝛽 ∼ 1. Однако в данном разделе будет учитываться неравенство скоростей частиц

в продольном и поперечном направлениях, 𝑉‖ и 𝑉⊥, соответственно. Равновесная

функция распределения 𝐹 будет приниматься бимаксвелловской:

𝐹 =
𝑛

(2𝜋)3/2𝑉 2
⊥𝑉‖

exp

(︃
−
𝑣2‖
2𝑉 2

‖
− 𝑣2⊥

2𝑉 2
⊥

)︃
, (3.52)

или

𝐹 =
𝑛

(2𝜋)3/2𝑉 2
⊥𝑉‖

exp

(︃
− 𝜀

𝑉 2
‖
+
𝜇𝐵𝛼

𝑉 2
⊥

)︃
. (3.53)

Здесь 𝜀 = 𝑣2/2 энергия частицы в расчете на единицу массы, 𝜇 = 𝑣2⊥/2𝐵 магнит-

ный момент частицы, 𝛼 =
𝑉 2
⊥
𝑉 2
‖
− 1 индекс анизотропии.

Обозначим продольную и поперечную компоненты тензора давления плазмы 𝑃‖

and 𝑃⊥. Тогда условие равновесия запишется в виде

4𝜋𝑃 ′
⊥

𝐵2
= −𝐵

′

𝐵
− 1

𝑅

(︂
1 +

𝛽⊥ − 𝛽‖
2

)︂
. (3.54)
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Штрих означает дифференцирование по радиальной координате 𝑥.

Система уравнений гирокинетики по прежнему записывается в виде (3.5, 3.6),

и общее дисперсионное уравнение — в виде (3.23). Компрессионный оператор и

оператор сцепления по прежнему выражаются в виде (3.7, 3.12), но альфвеновский

оператор несколько меняет вид. Вместо (3.10) он записывается в виде

𝐿𝐴 =

(︂
𝜔2

𝑣2𝐴
− 𝜎𝑘2‖

)︂
+ 𝑘2𝑦

4𝜋𝑃 ′

𝐵2

(︂
𝐵′

𝐵
− 1

𝑅

)︂
+ 𝑎𝐴, (3.55)

где 𝜎 = 1 − (1/2)(𝛽‖ − 𝛽⊥) (коэффициент 𝑎𝐴 по прежнему задается формулой

(3.11)).

Зеркальная мода соответствует пределу

𝜔, 𝜔𝑑 ≪ 𝑘‖𝑣‖. (3.56)

В этом случае резонансный знаменатель в формуле (3.9) сводится к виду

1

𝜔 − 𝜔𝑑 − 𝑘‖𝑣‖
≈ −𝑖𝜋

𝑘‖
𝛿(𝑣‖).

Ларморовский радиус будем считать малой величиной (𝜉 ≪ 1), давление созда-

ется только ионной компонентой плазмы. Тогда компрессионный, альфвеновский

оператор и оператор сцепления перепишутся в виде

𝐿𝑀 = 𝜏 − 𝑖
𝜔 − 𝜔*

Γ
, (3.57)

𝐿𝐴 = 𝑘2⊥

(︂
𝜎𝑘2‖ −

𝜔2

𝑣2𝐴

)︂
− 𝑘2𝑦

4𝜋

𝐵2

(︃
𝑃 ′
⊥
𝐵′

𝐵
−
𝑃 ′
‖

𝑟

)︃
+ 𝑖𝑘2𝑦

𝜔 − 𝜔*

Γ

(︂
𝐵′

𝐵

)︂2

, (3.58)

𝐿𝑐 =
4𝜋𝑃 ′

⊥
𝐵2

+ 𝑖
𝜔 − 𝜔*

Γ

𝐵′

𝐵
. (3.59)

Здесь обозначено:

𝜏 = 1 + 𝛽⊥

(︂
1− 𝛽⊥

𝛽‖

)︂
, (3.60)

𝜔* =
𝑘𝑦𝑉

2
‖

𝜔𝑐

[︂
𝑛′

𝑛
+ 3

𝑇‖ − 𝑇⊥

𝑇‖

𝐵′

𝐵

]︂
, (3.61)

Γ =

√︂
2

𝜋

𝑇‖
𝑇⊥

𝑘‖𝑉‖
𝛽⊥

. (3.62)
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Рисунок 51. Численное решение уравнения (3.63) для расцепленного случая

Λ = 0: реальная (слева) и мнимая (справа) части частоты 𝜔 как функция

параметра 𝜏 . Вычисления произведены для параметров 𝜔*/𝜔𝐴 = 0.2, Γ/𝜔𝐴 = 2,

𝛽⊥ = 3, 𝑘⊥/𝑘𝑦 = 1. Буквы 𝐴+ и 𝐴− обозначают положительные и отрицательные

альфвеновские моды, буква 𝑀 — зеркально-дрейфовую моду

В областях плазмы с высоким давлением членом с кривизной в условии рав-

новесия (3.54) можно пренебречь [Pokhotelov et al., 1985]. Предполагая, что

(𝜔 − 𝜔*)/Γ ≪ 1 и 𝜔𝐴 = 𝑘‖𝑣𝐴, уравнение (3.23) можно переписать в виде

𝑘2⊥
𝑘2𝑦

(︂
𝜎 − 𝜔2

𝜔2
𝐴

)︂
+ Λ+ 𝑖Λ

𝜔 − 𝜔*

Γ
− Λ

1− 2𝑖
𝜔 − 𝜔*

Γ

𝜏 − 𝑖
𝜔 − 𝜔*

Γ

= 0, (3.63)

где величина

Λ =
𝛽2
⊥
4

1

𝑘2‖

(︂
𝑃 ′
⊥
𝑃⊥

)︂2

=
1

𝑘2‖

(︂
𝐵′

𝐵

)︂2

. (3.64)

играет роль параметра сцепления мод.

Уравнение (3.63) играет роль дисперсионного уравнения сцепленных альфве-

новской и зеркально-дрейфовой моды.
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3.3.2 Сцепление альфвеновской и зеркально-дрейфовой мод пренебрежимо мало

В приближениях Λ = 0 или 𝑘𝑦/𝑘⊥ = 0 альфвеновская и зеркально-дрейфовая моды

расцеплены (однако мы предпочитаем считать отношение 𝑘𝑦/𝑘⊥ фиксированным,

поскольку ниже мы собираемся рассмотреть, к чему приводит его вариация).

Если Λ = 0, то система (3.5,3.6) сводится к двум независимым уравнениям:

𝜔2 − 𝜎𝑘2‖𝑣
2
𝐴 = 0, (3.65)

𝜏 − 𝑖
𝜔 − 𝜔*

Γ
= 0. (3.66)

Первое из них описывает альфвеновскую моду. Обозначим решение (3.65) Ω𝐴. По-

скольку это уравнение квадратное, оно имеет два решения, с положительной и

отрицательной частотами: Ω𝐴 = ±
√
𝜎𝑘‖𝑣𝐴 (ниже мы будем называть их положи-

тельными и отрицательными альфвеновскими модами). Когда 𝜏 возрастает, вели-

чина 𝜎 уменьшается, и абсолютная величина частоты также уменьшается (рис. 51).

Когда 𝜎 < 0, развивается хорошо известная шланговая неустойчивость.

В случае Λ = 0 поперечная дисперсия альфвеновской волны отсутствует: часто-

та Ω𝐴 не зависит от поперечного волнового вектора 𝑘⊥. Это означает отсутствие

передачи энергии альфвеновской волны поперек магнитных оболочек.

Второе уравнение, (3.66), описывает зеркально-дрейфовую моду с частотой Ω𝑀 .

Ее реальная и мнимая части есть

ReΩ𝑀 = 𝜔*, (3.67)

ImΩ𝑀 = −𝜏Γ (3.68)

(см. рис. 51). Зеркально-дрейфовая неустойчивость развивается при условии 𝜏 < 0,

когда поперечное давление существенно больше продольного.

Хотя реальная часть частоты зеркально-дрейфовой моды пропорциональна ази-

мутальной компоненте волнового вектора 𝑘𝑦, зависимость от радиальной компо-

ненты 𝑘𝑥 отсутствует. Следовательно, передачи энергии зеркально-дрейфовой мо-

ды поперек магнитных оболочек невозможна.
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Рисунок 52. Тоже самое, что на рис. 51, но для случая слабого сцепления

(Λ = 0.2). Обозначения те же, что на рис. 51

3.3.3 Слабое, но ненулевое сцепление альфвеновской и зеркально-дрейфовой мод

По мере того как сцепление (т.е. параметр Λ) растет, альфвеновская и зеркально-

дрейфовая ветви модифицируются: положительная альфвеновская и зеркально-

дрейфовая моды сближаются. Как видно из рис. 52, при некотором значении, 𝜏𝑐

показателя анизотропии между этими ветвями формируется некий перешеек (на

рис. 52 𝜏𝑐 ≈ 0.3). С ростом величины Λ этот перешеек становится все более уз-

ким.

Другой интересной особенностью этого случая является появление мнимой до-

бавки к частоте альфвеновской волны. Когда 𝜏 меньше некоторого критического

значения (близкого к 𝜏𝑐), эта мнимая добавка отрицательна и альфвеновская волна

затухает, но затухание сменяется неустойчивостью при 𝜏 > 𝜏𝑐. Эта неустойчивость

имеет место при любом направлении распространения альфвеновской волны.

Случай Λ ≪ 1 может быть изучен аналитически. Сначала рассмотрим

зеркально-дрейфовую моду. В первом приближении сцепление отсутствует и ча-

стота задается уравнением (3.66) с решением Ω𝑀 : 𝜏 − 𝑖(Ω𝑀 −𝜔*)/Γ = 0. Сделаем
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естественное предположение, что 𝜔* ≪ 𝜔𝐴; однако нет никакой причины предпо-

лагать, что величина 𝜏Γ очень мала по сравнения с 𝜔𝐴. Тогда из уравнения (3.63)

получаем реальную и мнимую части частоты волны:

Re𝜔 = 𝜔*

[︃
1 + ΛΓ

𝑘2𝑦
𝑘2⊥

2Γ𝜏

𝜔2
𝐴

(︂
𝜎 +

Γ2𝜏 2

𝜔2
𝐴

)︂−2
]︃
, (3.69)

Im𝜔 = −Γ𝜏 + ΛΓ
𝑘2𝑦
𝑘2⊥

(︂
𝜎 +

Γ2𝜏 2

𝜔2
𝐴

)︂−1

(3.70)

(заметим, что по предположению Λ ≪ 1; кроме того, о зеркально-дрейфовых мо-

дах имеет смысл говорить только при |𝜏 | ≪ 1).

Из этих уравнений следует три важных вывода. Во-первых, сцепление оказывает

заметное влияние и на реальную, и на мнимую части частоты волны. Действитель-

но, хотя Λ ≪ 1, но Γ/𝜔𝐴 ≫ 1, и вторые слагаемые в правых частях уравнений

(3.69, 3.70) имеют тот же порядок, что и первые слагаемые. Во-вторых, сцепле-

ние сдвигает порог неустойчивости (как видно также из рис. 52): в космической

плазме всегда 𝜎 > 0, поэтому второй член в уравнении (3.70) всегда положителен;

следовательно условие 𝜏 < 0 уже не обязательно для зеркальной неустойчивости,

оно заменяется другим условием:

𝜏 < Λ
𝑘2𝑦
𝑘2⊥

(︂
𝜎 +

Γ2𝜏 2

𝜔2
𝐴

)︂−1

. (3.71)

Это обстоятельство особенно важно для физики магнитосферы, поскольку в кос-

мической плазме анизотропия обычно недостаточно велика для выполнения усло-

вия 𝜏 < 0. В третьих, инкремент неустойчивости пропорционален продольной

компоненте волнового вектора 𝑘‖ и достигает максимального значения для мод с

азимутальным распространением (𝑘𝑥 = 0), когда он становится независимым от

поперечного волнового вектора 𝑘⊥.

3.3.4 Сильное сцепление альфвеновской и зеркально-дрейфовой мод

При некотором критическом значении параметра сцепления, Λ0, положительная

альфвеновская и зеркально-дрейфовая ветви сливаются: их реальная и мнимая

части становятся равными в некоторой точке 𝜏0. Если сцепление еще сильнее,
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Рисунок 53. Тоже самое, что на рис. 51, но для Λ = 1.0: альфвеновская и

зеркально-дрейфовая ветви пересекаются. Буквы 𝑢𝐴𝑀 и 𝑠𝐴𝑀 обозначают

неустойчивую и устойчивую альфвено-зеркальные моды, соответственно

Рисунок 54. Тоже самое, что на рис. 51, но для Λ = 2.0. Обозначения те же, что

на рис. 53
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Рисунок 55. Тоже самое, что на рис. 51, но для критического сцепления

(Λ𝑐 = 0.37): альфвеновская и зеркально-дрейфовая ветви сливаются

происходит качественная реорганизация ветвей колебаний: при продолжении из

области 𝜏 > 𝜏0 в область 𝜏 < 𝜏0 положительная альфвеновская ветвь перехо-

дит в зеркально-дрейфовую, а зеркально-дрейфовая — в альфвеновскую (рис. 53).

Таким образом, сами термины «альфеновская мода» и «зеркально-дрейфовая мо-

да» становятся неприменимыми. Для их замены мы предлагаем новые термины:

«неустойчивая альфвено-зеркальная мода» и «устойчивая альфвено-зеркальная мо-

да». Первая из них имеет свойства альфвеновской моды при 𝜏 > 𝜏0 и свойства

зеркальной моды при 𝜏 < 𝜏0; при любом значении 𝜏 эта волна растет. Вторая из

них, наоборот, имеет свойства зеркальной моды при 𝜏 > 𝜏0 и альфвеновской моды

при 𝜏 < 𝜏0; мнимая часть ее частоты всегда соответствует затуханию. По мере ро-

ста сцепления модуль мнимой части обеих альфвено-зеркальных мод в конечном

итоге становится больше, чем реальная часть частоты (рис. 54).

Случай критического сцепления заслуживает более детального рассмотрения

(рис. 55). Поскольку графики реальной и мнимой частей частоты сливаются, но

остаются непрерывными, имеет место некоторая неопределенность в определении
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того, где какая ветвь. Например, неясно, то ли более высокочастотная ветвь с по-

ложительной частотой слева от точки слияния переходит в боле высокочастотную

ветвь справа от точки слияния, то ли наоборот. Эта неопределенность показана на

рис. 55 посредством двойного обозначения. Таким образом, более высокочастот-

ная ветвь с положительной частотой слева от точки слияния может быть названа и

положительной альфвеновской модой, и устойчивой альфвено-зеркальной модой.

Необходимо иметь в виду, что решения с Im𝜔 ≥ Γ не имеют смысла поскольку

они нарушают условие (3.56). Для |𝜏 | ∼ 1 только альфвеновское решение имеет

смысл.

3.3.5 Поперечная дисперсия сцепленных альфвеновских и зеркально-дрейфовых мод

Как мы говорили выше, при отсутствии сцепления обе ветви, альфвеновская и

зеркально-дрейфовая, не имеют поперечной дисперсии: их частота 𝜔 не зависит

от радиальной компоненты волнового вектора 𝑘𝑥 (а у альфвеновской — и от ази-

мутальной компоненты 𝑘𝑦). Однако поперечная дисперсия возникает при учете

сцепления.

Например, как видно из уравнения (3.69), в случае слабого сцепления ради-

альная и групповая компоненты групповой скорости зеркально-дрейфовой моды

становятся равными

𝑣𝑥 =
𝜕

𝜕𝑘𝑥
Re𝜔 = −𝜔*ΛΓ

2𝑘𝑥𝑘
2
𝑦

𝑘4⊥

2Γ𝜏

𝜔2
𝐴

(︂
𝜎 +

Γ2𝜏 2

𝜔2
𝐴

)︂−2

, (3.72)

𝑣𝑦 =
𝜕

𝜕𝑘𝑦
Re𝜔 =

Re𝜔

𝑘𝑦
+ 𝜔*ΛΓ

2𝑘2𝑥𝑘𝑦
𝑘4⊥

2Γ𝜏

𝜔2
𝐴

(︂
𝜎 +

Γ2𝜏 2

𝜔2
𝐴

)︂−2

(3.73)

Как следует из уравнения (3.77), у альфвеновской волны поперечные компонен-

ты групповой скорости равны

𝑣𝑥 = −ΛΓ
2𝑘𝑥𝑘

2
𝑦

𝑘4⊥

𝜔𝐴
2
√
𝜎

[︂
Γ− 𝜏Γ

𝜏 2Γ2 + 𝜎𝜔2
𝐴

]︂
, (3.74)

𝑣𝑦 = ΛΓ
2𝑘𝑦𝑘

2
𝑥

𝑘4⊥

𝜔2
𝐴

2Γ2

[︂
1− Γ2(1− 2𝜏)

𝜏 2Γ2 + 𝜎𝜔2
𝐴

]︂
(3.75)
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Рисунок 56. Сверху: пример поведения резонансных поверхностей и

поверхностей отсечки. Область прозрачности обозначена серым овалом. Снизу:

функции 𝑘2𝑥(𝑥) при заданном 𝜔 и 𝑘2𝑥(𝜔) при заданном 𝑥

У обеих мод обе компоненты групповой скорости исчезают при 𝑘𝑥 = 0 и 𝑘𝑥 → ∞

(в случае зеркально-дрейфовой моды 𝑣𝑦 исчезает в системе отсчета, движущейся

в азимутальном направлении со скоростью Re𝜔/𝑘𝑦).

Волна может распространяться только в области, где квадрат радиальной компо-

ненты волнового вектора положителен: 𝑘2𝑥 > 0 (область прозрачности). Как обыч-

но, введем понятия резонансных частот Ω𝑅 и частот отсечки, где первая соот-

ветствует случаю 𝑘𝑥 → ∞, вторая — случаю 𝑘𝑥 = 0. Обе эти частоты являются

функциями радиальной координаты (рис. 56). Уравнение 𝑘𝑥(𝜔, 𝑥) = 0 при фик-

сированном 𝜔 имет решение 𝑥𝐶 , которое может быть найдено графически как

точка пересечения функции Ω𝐶(𝑥) с горизонтальной линией, соответствующей ча-

стоте 𝜔 (см. рис. 56). Магнитная поверхность 𝑥𝐶 будет называться поверхностью

отсечки. В случае альфвеновской волны ее обычно называют полоидальной по-

верхностью. Аналогично, введем понятие резонансной поверхности с радиальной

координатой 𝑥𝑅 как решение уравнения 𝑘𝑥(𝜔, 𝑥) = ∞ при фиксированном 𝜔. В

случае альфвеновской волны ее обычно называют тороидальной поверхностью.

Область прозрачности каждой моды располагается между поверхностями отсечки

и резонанса.
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Рисунок 57. Реальная (слева) и мнимая (справа) части частоты 𝜔 как функция

параметра сцепления Λ и отношения 𝑘𝑦/𝑘⊥ при 𝜏 = 1.0 (изотропный случай).

Линии I и II представляют реальную часть частоты альфвеновских мод, линия III

— реальную часть частоты зеркально-дрейфовой моды

Рисунок 58. Тоже самое, что на рис. 57, но для случая 𝜏 = −0.5
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Применим этот подход к альфвеновской волне. Зависимость 𝜔(𝑥, 𝑘𝑥) для трех

различных величин 𝜏 показана на рисунках 57 и 58. Линии I и II соответствуют

положительным и отрицательным альфвеновским волнам. Величина Λ ·(𝑘𝑦/𝑘⊥)2 =

0 соответствует случаю резонанса (поскольку 𝑘2⊥ = 𝑘2𝑥 + 𝑘2𝑦). Резонансная частота

есть Ω𝑅 =
√
𝜎𝑘‖𝑣𝐴. С приближением к поверхности отсечки величина Λ · (𝑘𝑦/𝑘⊥)2

растет. В случае 𝜏 = 1.0 частота отсечки больше частоты резонанса (рис. 57), в

случае 𝜏 = −0.5 — наоборот, меньше (рис. 58).

Уравнение (3.77) или (3.79) может быть записано в виде

𝑘2𝑥 = 𝑘2𝑦
Ω2
𝐶(𝑥)− 𝜔2

𝜔2 − Ω2
𝑅(𝑥)

(3.76)

(мнимые части пренебрежены). В окрестностях резонансных поверхностей и

поверхностей отсечки функции Ω2
𝑅(𝑥) и Ω2

𝐶(𝑥) могут быть записаны в виде

Ω𝑅,𝐶(𝑥) ≈ (𝑥 − 𝑥𝑅,𝐶)Ω
′
𝑅,𝐶 . Соответственно, радиальный компонент волнового

вектора ведет себя как 𝑘2𝑥 ∝ (𝑥𝑅 − 𝑥)−1 вблизи резонансной поверхности или

𝑘2𝑥 ∝ (𝑥− 𝑥𝐶) вблизи отсечки.

Как следует из (3.74, 3.75), компоненты поперечной групповой скорости ве-

дут себя как 𝑣𝑥 ∝ (𝑥 − 𝑥𝐶)
1/2, 𝑣𝑦 ∝ (𝑥 − 𝑥𝐶) вблизи поверхности отсечки и

𝑣𝑥 ∝ (𝑥 − 𝑥𝐶)
3/2, 𝑣𝑦 ∝ (𝑥 − 𝑥𝐶) вблизи резонансной поверхности. Направле-

ние распространения в области прозрачности определяется поглощением энергии

в районе резонансной точки. В результате, энергия волны распространяется от

поверхности отсечки 𝑥𝐶 до резонансной поверхности 𝑥𝑅 [Leonovich and Mazur,

1993]. Поскольку 𝑣𝑥 ≫ 𝑣𝑦 вблизи поверхности отсечки, волновой пакет распро-

страняется под прямым углом к поверхности отсечки. Хотя при 𝑥 → 𝑥𝐶 радиаль-

ная групповая скорость обращается в нуль, время прохождения пакета вблизи этой

поверхности конечно, поскольку интеграл
∫︀
𝑑𝑥/𝑣𝑥 сходится в этой области. Вбли-

зи резонансной поверхности 𝑣𝑥 ≪ 𝑣𝑦, поэтому пакет входит в эту поверхность по

касательной. В этой области интеграл
∫︀
𝑑𝑥/𝑣𝑥 расходится, поэтому время движе-

ния вблизи этой поверхности бесконечно.

Слияние альфвеновской ветви с зеркально-дрейфовой вносит изменения в эту

картину. Как видно из рис. 59, в случае критического значения 𝜏 альфвеновская
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Рисунок 59. То же самое, что на рис. 57, но для случая 𝜏 = 0.27 (критическое

сцепление)

мода (кривая I) сливается при некотором значении 𝑘𝑦/𝑘⊥ с зеркально-дрейфовой

модой (кривая III) с образованием двух новых ветвей, IV and V. Пока не совсем

ясно, как трактовать пространственную структуру волны в этом случае.

Неустойчивость сцепленных альфвеновских и зеркально-дрейфовых мод. В

разделе 3.3 было получено дисперсионное уравнение сцепленных альфвеновских и

зеркально-дрейфовых мод (3.63), содержащее мнимую часть Γ (3.62). Рассмотрим

неустойчивость альфвеновской волны, вызванную наличием этой добавки.

Сначала рассмотрим случай малого, но конечного сцепления: Λ ≪ 1. Здесь

параметр сцепления Λ дается формулой (3.64).

В первом приближении, когда Λ = 0, дисперсионное уравнение имеет решение

Ω𝐴 = ±
√
𝜎𝑘‖𝑣𝐴. Во втором приближении частота только слабо отличается от Ω𝐴,

и квадрат частоты можно представить в виде 𝜔2 = Ω2
𝐴 + 2Ω𝐴(𝜔 − Ω𝐴), где второе

слагаемое много меньше первого. Тогда мы получаем из уравнения (3.63):

Re𝜔 =
√
𝜎𝜔𝐴 + ΛΓ

𝑘2𝑦
𝑘2⊥

𝜔𝐴
2
√
𝜎

[︂
Γ− 𝜏Γ

𝜏 2Γ2 + 𝜎𝜔2
𝐴

]︂
, (3.77)
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Im𝜔 = ΛΓ
𝑘2𝑦
𝑘2⊥

𝜔2
𝐴

2Γ2

[︂
1− Γ2(1− 2𝜏)

𝜏 2Γ2 + 𝜎𝜔2
𝐴

]︂
. (3.78)

Мы видим, что сцепление оказывает значительное влияние и на реальную, и на

мнимую части частоты волны. Знак правой части уравнения (3.78) меняется. В

частности, при 𝜏 ≈
√
2 − 1 имеет место неустойчивость, в хорошем согласии с

результатами численных расчетов, представленных на рис. 52. Эта неустойчивость

вызывается исключительно сцеплением мод. Как и в случае зеркально-дрейфовой

моды, инкремент пропорционален продольной компоненте волнового вектора 𝑘‖

и достигает максимального значения для мод с азимутальным распространением

(𝑘𝑥 = 0), когда он становится независимым от поперечного волнового вектора 𝑘⊥.

В противоположном случае, когда 𝑘𝑥 → ∞, инкремент стремится к нулю.

Если сцепление альфвеновской и зеркально-дрейфовой мод является сильным

(Λ ∼ 1), то также можно получить аналитические выражения для инкремента

альфвеновской неустойчивости. Пусть |𝜏 | ∼ 1. Тогда второй член в знаменателе

дисперсионного уравнения (3.63) намного меньше первого члена, и это уравнение

приобретает вид

𝑘2⊥
𝑘2𝑦

(︂
𝜎 − 𝜔2

𝜔2
𝐴

)︂
− Λ

1− 𝜏

𝜏
+ 𝑖Λ

𝜔 − 𝜔*

Γ

(︂
1− 1

𝜏 2
+

2

𝜏

)︂
= 0. (3.79)

Если реальная часть частоты намного превышает мнимую, реальная часть частоты

равна

𝜔2 = 𝜔2
𝐴

(︃
𝜎 −

𝑘2𝑦
𝑘2⊥

Λ
1− 𝜏

𝜏

)︃
. (3.80)

Отметим, что при условии

𝜎 <
𝑘2𝑦
𝑘2⊥

Λ
1− 𝜏

𝜏
(3.81)

квадрат частоты отрицателен. Условие (3.81) заменяет условие шланговой неустой-

чивости в однородной плазме, которое имело вид 𝜎 < 0. В дальнейшем мы будем

полагать что условие (3.81) не выполняется. Тогда мнимая часть (3.79) дает инкре-

мент неустойчивости:

Im𝜔 = Λ
𝑘2𝑦
𝑘2⊥

𝜔2
𝐴

2Γ

𝜔 − 𝜔*

𝜔

(︂
1− 1

𝜏 2
+

2

𝜏

)︂
. (3.82)
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Критерий неустойчивости не сильно отличается от случая слабого сцепления

(3.78). Заметим, что уравнения (3.80,3.82) неприменимы при |𝜏 | ≪ 1, но они рабо-

тают при любом значении Λ; и наоборот, уравнения (3.77,3.78) применимы при 𝜏 ,

но только если Λ ≪ 1.

Кроме того, мы опять замечаем из (3.82), что инкремент альфвеновской неустой-

чивости пропорционален продольной компоненте волнового вектора 𝑘‖ и достига-

ет максимального значения для мод с азимутальным распространением (𝑘𝑥 = 0),

когда он становится независимым от поперечного волнового вектора 𝑘⊥. Если мода

распространяется в радиальном направлении, 𝑘𝑥/𝑘𝑦 → ∞, то инкремент стремится

к нулю.

3.4 Продольное электрическое поле, обусловленное сцеплением альфве-

новской и компрессионной мод

Существует ряд экспериментальных свидетельств, что УНЧ-волны отвечают за

ускорение авроральных электронов [Zhang et al., 2012; Mende, 2016; Keiling, 2021].

Предположительно, главную роль в ускорении частиц играет продольное электри-

ческое поле (𝐸‖) волны. Однако в одножидкостной МГД принимается 𝐸‖ = 0.

Таким образом, нужно принимать во внимание различные кинетические эффекты.

Наиболее очевидным из них является сцепление альфвеновской волны с электро-

статической модой за счет инерции электронов или конечного ларморовского ра-

диуса ионов, что приводит к появление электростатического потенциала волны и

в конечном итоге продольного электрического поля 𝐸‖ [Hasegawa, 1976; Lysak and

Lotko, 1996]. Однако этот механизм не является достаточно эффективным.

В этом разделе мы рассмотрим другой механизм появления продольного элек-

трического поля. Предлагаемый механизм является двухступенчатым. На первом

этапе у альфвеновской волны формируется продольное магнитное поле благодаря

сцеплению с компрессионной модой за счет кривизны силовых линий и конечного

давления плазмы. На втором этапе компрессионная мода сцепляется с электроста-
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тической, как требуется условием квазинейтральности плазмы. В итоге у альфве-

новской волны появляется продольное электрическое поле.

3.4.1 Исходные уравнения

В данном разделе мы по прежнему рассматриваем 1-мерно-неоднородную цилин-

дрическую модель магнитосферы. Равновесная функция распределения 𝐹 пред-

полагается максвелловской (3.1), условие равновесия записывается в виде (3.2).

Волна описывается уравнениями гирокинетики [Antonsen and Lane, 1980; Catto

et al., 1981; Chen and Hasegawa, 1991]. Как и в разделах 3.1, 3.3, волновыми пере-

менными считаются 𝜓, через которую выражается поперечное электрическое поле

волны, 𝑏, через которую выражается продольное магнитное поле. Однако в допол-

нение к ним мы используем также третью переменную, «продольный потенциал»

𝜑‖ = 𝜑− 𝜓 где 𝜑 — электростатический потенциал волны. Продольное электриче-

ское поле связано с 𝜑‖ выражением 𝐸‖ = −𝑖𝑘‖𝜑‖.

Продольное электрическое поле волны считается малым по сравнению с по-

перечным, что выражается в виде 𝜑‖ ≪ 𝜓. Таким образом, структура волнового

поля выражается в основном через переменные 𝑏 и 𝜓, связанные между собой

посредством поперечного (3.5) и продольного (3.6) закона Ампера. И уже опреде-

лив таким образом величины 𝑏 и 𝜓, с помощью условия квазинейтральности мы

находим величину 𝜑‖.

Для наших целей достаточно ограничить себя пределом 𝜔 ≫ 𝜔*. Тогда из систе-

мы (3.5, 3.6) находится продольное магнитное поле, привязанное к альфвеновской

волне:

𝐵‖ =
𝑐𝑘𝑦
𝜔

(︂
4𝜋𝑃 ′

𝐵2
+

2

𝑅

6𝜋𝑃

𝐵2

)︂
𝜓. (3.83)

По порядку величины

𝐵‖ ∼
𝑐𝑘𝑦
𝜔

𝛽

𝐿⊥
𝜓. (3.84)
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В пределе 𝜔 ≫ 𝑘‖𝑉‖, 𝜔 ≫ 𝜔* условием квазинейтральности записывается в

виде∑︁
𝑖,𝑒

𝑞2

𝑚

⟨
(1− 𝐽2

0 )
𝜕𝐹

𝜕𝜀
𝜑‖

⟩
=
∑︁
𝑖,𝑒

𝑞2

𝑚

⟨
−(1− 𝐽2

0 )
𝜕𝐹

𝜕𝜀
𝜓 +

𝜕𝐹

𝜕𝜀

𝑣⊥𝐽0𝐽1
𝑘⊥𝑐

𝐵‖)

⟩
. (3.85)

Здесь треугольные скобки ⟨...⟩ означают усреднение по пространству скоростей, 𝑞

и 𝑚 — заряд и масса частиц, соответственно, 𝐽𝑛 = 𝐽𝑛(𝑘⊥𝑣⊥/𝜔𝑐) — функция Бессе-

ля 𝑛-го порядка, 𝜀 = 𝑣2/2 — энергия в расчете на единицу массы. Уравнение (3.85)

легко получается из уравнения (12) статьи [Chen and Hasegawa, 1991] для слу-

чая круговых силовых линий. Ларморовский радиус волны будем считать малым:

𝑘⊥𝜌𝑖 ≪ 1. Тепловые скорости электронов будем считать большими по сравнению

с продольной компонентой фазовой скорости волны: 𝑉‖ ≫ 𝜔/𝑘‖.

Уравнение (3.85) описывает генерацию продольного электрического поля попе-

речным электрическим полем и продольным магнитным полем, уже определенны-

ми из системы (3.5, 3.6).

Найдем соотношение между продольным и поперечным электрическим полем

в случае однородной плазмы, когда у альфвеновской волны нет продольного маг-

нитного поля. Тогда уравнение (3.85) перепишется в виде[︃
𝑞2

𝑚𝑒𝑉 2
𝑒

−
𝑞2𝑘2‖
𝑚𝑖𝜔2

]︃
𝜑‖𝐻 = −𝑘

2
⊥𝑚𝑖𝑐

2

𝐵2
𝜓. (3.86)

Нижний индекс 𝐻 означает, что рассматривается однородная плазма.

Пусть частота волны много больше величины 𝑣𝑠𝑘‖, где 𝑣𝑠 = 𝑣𝑒
√︀
𝑚𝑒/𝑚𝑖 —

ионно-звуковая скорость. Тогда, учитывая соотношения 𝐸‖ = −𝑖𝑘‖𝜑‖, 𝐸⊥ =

−𝑖𝑘⊥𝜓, уравнение (3.86) сводится к виду

𝐸‖𝐻 = −(𝑘⊥𝜌𝑖)
2𝑇𝑒
𝑇𝑖

𝑘‖
𝑘⊥
𝐸⊥. (3.87)

Как видим, ввиду малости ларморовского радиуса ионов выполняется соотноше-

ние 𝐸‖𝐻 ≪ 𝐸⊥.

В противоположном случае 𝜔 ≪ 𝑣𝑠𝑘‖ следует удерживать только второе сла-

гаемое в левой части (3.86), и продольное электрическое поле окажется равным
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𝐸‖𝐻 =
𝑘⊥
𝑘‖

𝜔2

𝜔2
𝑐𝑖

𝐸⊥. (3.88)

Соотношение 𝐸‖𝐻 ≪ 𝐸⊥ выполняется снова, на этот раз ввиду малости частоты

волны по сравнению с гирочастотой ионов.

Уравнения (3.87, 3.88) подтверждают, что в однородной плазме продольное элек-

трическое поле альфвеновской волны очень мало по сравнению с поперечным.

3.4.2 Продольное электрическое поле альфвеновской волны в неоднородной плазме

Удерживая в (3.85) члены с 𝜓 and 𝐵‖, получаем после интегрирования:[︃
𝑞2

𝑚𝑒𝑣2𝑒
−

𝑞2𝑘2‖
𝑚𝑖𝜔2

]︃
𝜑‖ = −𝑘

2
⊥𝑚𝑖𝑐

2

𝐵2
𝜓 +

𝑞

𝐵
𝐵‖. (3.89)

Продольное магнитное поле 𝐵‖ выражается через 𝜓 согласно (3.84). Поперечное

и продольное электрические поля выражаются через 𝜓 как 𝐸⊥ = −𝑖𝑘⊥𝜓, 𝐸‖ =

−𝑖𝑘‖𝜑‖.

В случае холодных электронов (𝜔 ≫ 𝑣𝑠𝑘‖) получаем:

𝐸‖ = −(𝑘⊥𝜌𝑖)
2𝑇𝑒
𝑇𝑖

𝑘‖
𝑘⊥

[︂
1− 𝜔𝑐𝑖

𝜔

𝑘𝑦
𝑘2⊥

(︂
4𝜋𝑃 ′

𝐵2
+

2

𝑅

6𝜋𝑃

𝐵2

)︂]︂
𝐸⊥. (3.90)

По порядку величины, продольное электрическое поле оказывается равным

𝐸‖ ∼
𝜌𝑖
𝐿⊥

𝑇𝑒
𝑇𝑖
𝛽3/2𝐸⊥. (3.91)

В случае горячих электронов (𝜔 ≪ 𝑣𝑠𝑘‖) имеем:

𝐸‖ =
𝑘⊥
𝑘‖

𝜔2

𝜔2
𝑐𝑖

[︂
1− 𝜔𝑐𝑖

𝜔

𝑘𝑦
𝑘2⊥

(︂
4𝜋𝑃 ′

𝐵2
+

2

𝑅

6𝜋𝑃

𝐵2

)︂]︂
𝐸⊥, (3.92)

или по порядку величины

𝐸‖ ∼
𝜔

𝜔𝑐𝑖

𝛽

𝑘‖𝐿⊥
𝐸⊥. (3.93)

Хотя в обоих случаях продольное электрическое поле мало по сравнению с по-

перечным, оно все же в

𝜂 =
𝐸‖

𝐸‖𝐻
∼ 𝜔𝑐𝑖

𝜔

𝛽

𝑘⊥𝐿⊥
(3.94)
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раз больше чем в однородной плазме согласно (3.87) и (3.88). Для типичных частот

геомагнитных пульсаций в диапазоне Pc5 и азимутальных волновых чисел 𝑚 ∼ 5,

этот фактор по порядку величины равен 𝜂 ∼ 102–103.

В ряде работ предполагается ускорение заряженных частиц (особенно частиц

радиационных поясов) не продольным, а поперечным полем альфвеновской волны

[Elkington, 2006; Shprits et al., 2008; Ukhorskiy et al., 2009]. Рассмотрим относи-

тельную эффективность этого механизма и предложенного нами.

Работа продольного электрического поля волны за единичное время выражается

как
𝛿‖𝜀

𝛿𝑡
= 𝑞𝑣⃗‖ · 𝐸⃗‖, (3.95)

в то время как работа поперечного электрического поля

𝛿⊥𝜀

𝛿𝑡
= 𝑞𝑢⃗𝑑 · 𝐸⃗⊥, (3.96)

где 𝑢𝑑 — скорость дрейфа в неоднородном магнитном поле, по порядку величины

равная

𝑢𝑑 ∼ 𝑉𝑖
𝜌𝑖
𝐿⊥

. (3.97)

В случае холодных электронов (𝜔 ≫ 𝑣𝑠𝑘‖) работа параллельного и поперечного

электрического поля относится как

𝛿‖𝜀

𝛿⊥𝜀
∼ 𝑇𝑒
𝑇𝑖
𝛽3/2. (3.98)

В случае горячих электронов (𝜔 ≪ 𝑣𝑠𝑘‖) это отношение равно

𝛿‖𝜀

𝛿⊥𝜀
∼ 𝛽1/2 (3.99)

(здесь учтено, что для альфвеновской волны 𝜔 ∼ 𝑘‖𝑣𝐴). В обоих случаях это

отношение оказывается весьма значительной величиной.

Оценки (3.94, 3.98, 3.99) доказывает важность учете сцепления с компресси-

онной модой для генерации продольного электрического поля у альфвеновской

волны.
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3.5 Выводы к Главе 3

Перечислим основные результаты, полученные в данной главе.

1. Изучена пространственная структура в космической плазме альфвеновских и

дрейфово-компрессионных мод в модели, учитывающей кривизну линии поля и

неоднородность плазмы и магнитного поля поперек магнитных оболочек. Обнару-

жено, что возмущение локализовано в двух областях прозрачности. Обе области

ограничены резонансной поверхностью и поверхностью отсечки, где радиальная

компонента волнового вектора обращается в бесконечность и ноль, соответствен-

но. Получены условия неустойчивости и выражения для инкрементов сцепленных

мод за счет взаимодействия с частицами. В альфвеновской области прозрачности

неустойчивость возникает при наличии отрицательного градиента температуры

плазмы. В дрейфово-компрессионной области прозрачности необходимым усло-

вием неустойчивости является рост температуры с радиальной координатой.

2. Изучен аналог баллонной неустойчивости в гирокинетике для сцепленных

альфвеновских и дрейфово-компрессионных мод с учетом эффектов конечного

плазменного давления, кривизны силовых линий и диамагнитного дрейфа. Ис-

пользована модель с постоянной кривизной линий магнитного поля, которая поз-

волила получить аналитические результаты. Частоты альфвеновских и дрейфово-

компрессионных мод зависят от значения равновесного тока в плазме. При росте

тока частоты этих двух ветвей приближаются друг к другу. При некотором крити-

ческом значении тока и ветви сливаются, и развивается неустойчивость, названная

дрейфово-баллонной неустойчивостью сцепления. Эта неустойчивость имеет три

основных отличия от обычной магнитогидродинамической баллонной неустойчи-

вости: (1) дрейфово-баллонная неустойчивость сцепления не является апериодиче-

ской, существует действительная часть частоты колебаний порядка частоты дрей-

фа, (2) неустойчивыми могут быть только моды с тем же направлением азиму-

тальной фазовой скорости, что и скорость диамагнитного дрейфа ионов, (3) порог

неустойчивости зависит от частоты диамагнитного дрейфа.
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3. Рассмотрена устойчивость сцепленных альфвеновской и зеркально-

дрейфовой мод в рамках гирокинетики. Введен параметр сцепления, пропорцио-

нальный квадрату радиального градиента давления. Получено и решено дисперси-

онное соотношение для сцепленных мод при различных значениях параметра свя-

зи. При наличии сцепления существенно изменяется частота зеркально-дрейфовой

моды, зеркальная неустойчивость может развиться при более низких значениях

анизотропии плазмы. Сцепление с зеркально-дрейфовой модой также вызывает

уменьшение частоты альфвеновской моды и приводит к неустойчивости, инкре-

мент которой пропорционален параметру сцепления. При сильном сцеплении мо-

ды сливаются, поэтому понятия альфвеновской и зеркально-дрейфовой мод утра-

чивают свое значение. Вместо них введены другие понятия: неустойчивых и устой-

чивых альфвеновско-зеркальных мод, первая из которых неустойчива при любом

значении анизотропии, а вторая, напротив, всегда затухает. Следствием сцепления

является также поперечная дисперсия мод, то есть зависимость частоты волны от

поперечной составляющей волнового вектора. Этот эффект может быть ответстве-

нен за передачу энергии поперек силовых линий.

4. Предложен двухэтапный механизм генерации параллельного электрического

поля альфвеновской волны. На первом этапе сцепление альфвеновской волны с

компрессионной модой из-за неоднородности магнитного поля и конечного давле-

ния плазмы приводит к появлению у альфвеновской волны продольного магнитно-

го поля. На втором этапе продольное магнитное поле приводит к наличию парал-

лельного электрического поля из-за связи электростатической модой, обусловлен-

ного условием квазинейтральности. Параллельное электрическое поле, генериро-

ванное таким механизмом, значительно больше, чем параллельное электрическое

поля кинетической альфвеновской волны.

Основное содержание этой главы основано на публикациях из списка в разделе

«Общая характеристика работы»: [1, 15, 16, 18, 19].
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Глава 4

Резонаторы для компрессионных волн в

магнитосфере

Как уже было сказано во Введении, представление о резонаторах имеет большое

значение в физике космической плазмы, поскольку резонаторы являются есте-

ственными накопителями волновой энергии в магнитосфере, которая может быть

израсходована, например, на ускорение заряженных частиц или нагрев ионосферы.

В этом случае волновая энергия распространяется только вдоль азимута, будучи за-

мкнутой поперек магнитных оболочек и вдоль силовых линий. Ранее такие УНЧ-

резонаторы исследовались для быстрого магнитного звука и альфвеновских волн.

Однако до сих пор не проводились исследования возможности существования ре-

зонаторов для длиннопериодных компрессионных мод, имеющих кинетическую

природу — дрейфово-компрессионных и зеркально-дрейфовых мод. Отчасти это

связано с тем, что существование резонатора возможно только при наличии ради-

альной дисперсии, то есть зависимости частоты волны от радиальной компоненты

волнового вектора (если рассмотрение ведется в поперечной ВКБ-приближении).

Однако у вышеупомянутых компрессионных мод частота, в первом приближении,

зависит только от азимутальной компоненты волнового вектора (числа 𝑚). Тем не

менее, у этих мод радиальная дисперсия возникает при учете сцепления с альфве-

новской волной из-за неоднородности плазмы, а также при учете эффектов конеч-

ного ларморовского радиуса ионов. Эти вопросы будут разобраны в данной главе.
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Важность рассмотрения возможности существования резонаторов для кинетиче-

ских компрессионных мод обусловлена тем, что компрессионные моды регулярно

наблюдаются в космической плазме (диапазон Pc5), особенно в периоды геомаг-

нитной активности, и, вероятно, играют заметную роль в явлениях космической

погоды. Так, было отмечено, что эти пульсации могут иметь большое значение

для ускорения электронов радиационных поясов и их переноса поперек магнит-

ных оболочек [Ukhorskiy et al., 2009] и в некоторых видах авроральных явлений

[Vaivads et al., 2001].

4.1 Резонаторы для зеркально-дрейфовой моды

4.1.1 Роль сцепления мод

Рассматрим 1-мерную модель магнитосферы с силовыми линиями равновесного

магнитного поля 𝐵0, имеющими постоянную кривизну, как в разделе 3.1. Все па-

раметры плазмы меняются только поперек магнитных оболочек. Отношение плаз-

менного давления к магнитному 𝛽 ∼ 1, но в плазме имеется популяция холод-

ных электронов, обеспечивающих закорачивание продольного электрического по-

ля (𝐸‖ = 0). Концентрация частиц одного знака 𝑛. Равновесная функция распре-

деления 𝐹 предполагается бимаксвелловской (3.52), средние скорости движения

вдоль и поперек поля 𝑉‖ и 𝑉⊥. Продольная и поперечная компоненты равновес-

ного давления 𝑃‖ и 𝑃⊥. Температура плазмы полагается неизменной во всем ее

объеме. Анизотропия плазмы характеризуется параметром 𝛼 = (𝑇‖ − 𝑇⊥)/𝑇⊥. То-

гда уравнения гирокинетики записываются в виде (3.5, 3.6), общее дисперсионное

уравнение — в виде (3.23). Для удобство перепишем его в виде:

𝐿𝐴 − 𝑘2𝑦
𝐿2
𝑐

𝐿𝑀
= 0. (4.1)

Операторы 𝐿𝐴, 𝐿𝑀 , 𝐿𝑐 в «зеркальном» пределе (3.56) даются выражениями (3.58,

3.57, 3.59). Остальные определения см. в разделе 3.3.1.

Выразим из (4.1) радиальную компоненту волнового вектора:

𝑘2𝑟(𝜔, 𝑟) = −𝐾2 𝜔 − 𝜔*(𝑟)− 𝑖𝛾𝑀(𝑟)− 𝑖Ω𝑐(𝑟)

𝜔 − 𝜔*(𝑟)− 𝑖𝛾𝑀(𝑟)
. (4.2)
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Здесь введены обозначения:

Ω𝑐 =

√︂
2

𝜋

𝑘‖𝑉‖
𝛽⊥

𝑇‖
𝑇⊥

1

𝐿̃𝑃

(︂
4𝜋𝑃 ′

⊥
𝐵2

0

)︂2

, (4.3)

𝐿𝑇 (𝜔, 𝑟) = 𝜎𝑘2‖ −
𝜔2

𝑣2𝐴
, (4.4)

𝐿̃𝑃 = 𝐿𝑇 − 4𝜋

𝐵2
0

(︃
𝑃 ′
⊥
𝐵′

0

𝐵0
−
𝑃 ′
‖

𝑟

)︃
, (4.5)

𝛾𝑀 = −𝜏
√︂

2

𝜋

𝑇‖
𝑇⊥

𝑘‖𝑉‖
𝛽⊥

(4.6)

𝐾2 = 𝑘2𝑦
𝐿̃𝑃
𝐿𝑇

,

Будем рассматривать волны с Re𝜔 ∼ 𝜔*. Введем величины Ω𝑇 и Ω̃𝑃 , определяемые

из уравнений 𝐿𝑇 (Ω𝑇 ) = 0 и 𝐿̃𝑃 (Ω̃𝑃 ) = 0. Это тороидальная и полоидальная ча-

стоты альфвеновской волны. Пусть частота волны 𝜔 много меньше любой из них.

Тогда в области локализации моды альфвеновский оператор значительно отлича-

ется от нуля. В этом случае выражение (4.2) можно трактовать как дисперсионное

выражение зеркально-дрейфовой моды, модифицированной сцеплением с альфве-

новской модой. Как видим, эта модификация приводит к появлению поперечной

дисперсии зеркально-дрейфовой моды.

Уравнение (4.2) является уравнением главного порядка ВКБ-приближения для

зеркально-дрейфовой моды. Это позволит нам получить некоторую информацию о

пространственной структуре зеркально-дрейфовой моды.

Рассмотрим моды с 𝑘𝑟 ≃ 0, локализованные поперек магнитных оболочек. Это

возможно в тех регионах, где функции Ω𝑐(𝑟) и 𝜔*(𝑟) достигают своих экстремаль-

ных значений, причем их положения практически точно совпадает друг с другом.

Из (4.2) видно, что при 𝑘𝑟 ≃ 0 реальная и мнимая части частоты определяются

выражениями

Re𝜔 ≃ 𝜔*0, Im𝜔 ≃ Ω𝑐0 + 𝛾𝑀0. (4.7)

Здесь индекс «0» обозначает экстремальные значения соответствующих величин.

Для определенности рассмотрим точку 𝑟0, где величины Ω𝑐 и 𝜔* положительны.
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Если масштабы их изменения по радиальной координате примерно одинаковы, то

можно воспользоваться квадратичными разложениями

Ω𝑐 = Ω𝑐0

(︂
1− 𝑥2

𝑙2

)︂
,

𝜔* = 𝜔*0

(︂
1− 𝑥2

𝑙2

)︂
.

Здесь 𝑥 = 𝑟−𝑟0 and 𝑙 – характерный масштаб неоднородности плазмы. Все осталь-

ные величины, входящие в (4.2), можно считать примерно постоянными в области

локализации моды. Если приближенные равенства (4.7) выполнены, выражение

(4.2) сводится к виду

𝑘2𝑟 =
𝐾2

Ω𝑐0

[︂
(𝛾𝑀0 + Ω𝑐0) + 𝑖(𝜔 − 𝜔*0)− (Ω𝑐0 − 𝑖𝜔*0)

𝑥2

𝑙2

]︂
. (4.8)

Условие поперечной мелкомасштабности моды 𝑘⊥ ≫ 𝑘‖ в конце-концов сводится

к виду 𝐾𝑙 ≫ 1.

Рассмотрим дифференциальное уравнение, которое в главном порядке ВКБ-

приближения сводится к виду (4.8). Простейшее такое уравнение имеет вид

𝑑2𝑓

𝑑𝑥2
+
𝐾2

Ω0

[︂
(𝛾𝑀0 + Ω𝑐0) + 𝑖(𝜔 − 𝜔*0)− (Ω𝑐0 − 𝑖𝜔*0)

𝑥2

𝑙2

]︂
𝑓 = 0. (4.9)

Разумеется, можно ввести множество таких уравнений, отличающихся друг от дру-

га первой производной от функции 𝑓(𝑥), описывающей амплитуду волны. Но сла-

гаемые вида 𝑑𝑓/𝑑𝑥 не влияют на собственные значения 𝜔, поэтому достаточно

ограничиться (4.9). Граничное условие к этому уравнению – ограниченность функ-

ции 𝑓 при 𝑥→ ±∞.

Введем новую переменную 𝜁 = 𝑥/𝜆, где 𝜆 находится из условия

𝐾2𝑙−2𝜆4(1− 𝑖𝜔*0Ω
−1
𝑐0 ) = 1.

При извлечении корня из 𝜆4 нужно руководствоваться условием спадания функции

𝑓 при 𝑥→ ±∞. Отсюда следует Re𝜆−2 > 0, т.е.

𝜆2 =
𝑙

|𝐾|

(︂
1 +

𝜔2
*0

Ω2
𝑐0

)︂−1/4

𝑒𝑖𝜑/2, (4.10)

где

cos𝜑 = Ω𝑐0/
√︁
Ω2
𝑐0 + 𝜔2

*0, sin𝜑 = 𝜔*0/
√︁
Ω2
𝑐0 + 𝜔2

*0. (4.11)
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По порядку величины, 𝜆 ∼
√︀
𝑙/𝐾. Введем также обозначение

𝜃 =
Ω𝑐0 + 𝛾𝑀0 − 𝛾√︀

(Ω𝑐0 + 𝛾𝑀0 − 𝛾)2 + (𝜔 − 𝜔*0)2
,

где 𝛾 – мнимая часть частоты волны. Теперь (4.9) сводится к виду

𝑑2𝑓

𝑑𝜁2
+ (𝜃 − 𝜁2)𝑓 = 0.

Это задача на собственные значения величины 𝜃,

Re 𝜃 = 2𝑛+ 1, Im 𝜃 = 0,

где 𝑛 – целое число. Отсюда получаем собственные значения инкремента неустой-

чивости 𝛾 и реальной части частоты волны:

𝛾𝑛 = (Ω𝑐0 + 𝛾𝑀0)−
2𝑛+ 1√

2

Ω
1/2
𝑐0

𝑘𝑦𝑙

[︂√︁
Ω2
𝑐0 + 𝜔2

*0 + Ω𝑐0

]︂1/2
, (4.12)

Re𝜔𝑛 = 𝜔*0 +
2𝑛+ 1√

2

Ω
1/2
𝑐0

𝑘𝑦𝑙

[︂√︁
Ω2
𝑐0 + 𝜔2

*0 − Ω𝑐0

]︂1/2
(4.13)

(отметим соответствие полученных выражений формулам (4.7), которое имеет ме-

сто при 𝐾𝑙 ≫ 1). Решение уравнения (4.9) записывается в виде

𝑓(𝑟) = H𝑛

(︂
𝑟 − 𝑟0
𝜆

)︂
exp

[︂
−(𝑟 − 𝑟0)

2

2𝜆2

]︂
, (4.14)

где H𝑛 – полином Эрмита.

Обсудим полученное решение.

Неустойчивость развивается при 𝛾𝑛 > 0. Как видно из (4.12), сцепление с альф-

веновской модой (отражаемое величиной Ω𝑐) оказывает существенное влияние на

устойчивость. При высоких номерах гармоник, 𝑛 ≫ 1, сцепление способствует

устойчивости плазмы. При низких номерах, 𝑛 ∼ 1, второе слагаемое (4.12) суще-

ственно меньше первого из-за большой величины 𝐾𝑙, т.е. сцепление работает на

неустойчивость. При этом отрицательность величины 𝜏 (входящей в определение

𝜈) также способствует неустойчивости, но даже при 𝜏 > 0 возможна неустойчи-

вость.

Реальная часть собственной частоты растет с ростом номера гармоники. Рост

этот, однако, довольно медленный ввиду наличия множителя (𝐾𝑙)−1 во втором
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Рисунок 60. Поперечная структура зеркально-дрейфовой моды в случаях: a)

Ω𝑐0 ∼ 𝜔*0 (показаны величины Re 𝑓(𝑥), Im 𝑓(𝑥)); b) Ω𝑐0 ≫ 𝜔*0

слагаемом (4.13). Поэтому частота волны практически совпадает с 𝜔*0. Это близко

к частотам реально наблюдаемых в магнитосфере УНЧ-волн (в том числе, ком-

прессионных буревых пульсаций Pc5).

Радиальная структура волны, описываемая формулой (4.14), схематически по-

казана на рис. 60. В общем случае Ω𝑐0 ∼ 𝜔*0, и структура имеет осцилляторный

характер даже при 𝑛 = 0 (рис. 60,a), причем амплитуда модулирована функцией

Гаусса. Наличие мнимой части у 𝜆2 приводит к тому, что волна распространяется

поперек магнитных оболочек. Реальная часть радиальной компоненты волново-

го вектора есть Re 𝑘𝑟 = (𝑟 − 𝑟0)|𝐾|𝑙−1|𝜆−2| sin (𝜑/2). Поскольку по определению

величины 𝜑 (4.11) знак sin𝜑 совпадает со знаком 𝜔*0, и эта величина положитель-

на в точке 𝑟0, то sin (𝜑/2) > 0. Поэтому фазовая скорость волны направлена от

поверхности 𝑟0. Как видно из (4.10), при этом 𝑘𝑟 не зависит от 𝜔, т.е. энергия

поперек магнитных оболочек не переносится (как в альфвеновской волне в одно-

родной плазме). Волна является стоячей поперек силовых линий (рис. 60,б) только

в случае sin (𝜑/2) = 0. Как видно из (4.11), это возможно если 𝜔*0 ≪ Ω𝑐0.
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Рассмотрим условия применимости выражений, полученных в данном разделе.

Условие 𝜔 ≪ 𝑘‖𝑉‖ накладывает ограничения на значения реальной и мнимой ча-

стей частоты волны. Реальная частота волны близка к дрейфовой частоте, которая

по порядку величины равна 𝜔* ∼ 𝑘𝑦𝜌𝑖𝑣𝑇 𝑙
−1 , где 𝜌𝑖 – ларморовский радиус ионов,

𝑣𝑇 – характерная тепловая скорость частиц. Неравенство 𝜔* ≪ 𝑘‖𝑉‖ выполняется

при условии (𝑘𝑦𝜌𝑖)/(𝑘‖𝑙) ≪ 1. Вклад в мнимую частоту волны вносят 𝛾𝑀 и Ω𝑐.

Условие 𝛾𝑀 ≪ 𝑘‖𝑉‖ при 𝛽⊥ ∼ 1 означает |𝜏 | ≪ 1. Наконец, Ω𝑐 ≪ 𝑘‖𝑉‖ возможно

только при выполнении условия (𝑘‖𝑙)
2 ≫ 1. При этом реальная и мнимая части

частоты имеют один порядок величины.

Наконец, рассмотрим поляризацию моды в резонаторе. Как следует из общим

формул гирокинетики [Chen and Hasegawa, 1991], за поперечное магнитное по-

ле волны отвечает продольная компонента вектор-потенциала 𝐴‖, т.е. переменная

Ψ ≡ (𝜔/𝑐𝑘‖)𝐴‖. Поскольку в резонаторе 𝑘𝑟 ≪ 𝑘𝑦, заключаем отсюда, что в попе-

речном магнитном поле волны доминирует радиальная компонента (волна имеет

полоидальную поляризацию). Как нетрудно получить из системы (3.5, 3.6), попе-

речная и продольная компоненты магнитного поля относятся как

𝐵⊥

𝐵‖
∼ 4𝜋𝑃 ′

⊥
𝜎𝑘‖𝐵

2
0

.

Ввиду условия (𝑘‖𝑙)
2 ≫ 1 отсюда следует, что продольная компонента магнитного

поля доминирует над поперечной.

4.1.2 Роль конечного ларморовского радиуса

В данном разделе мы пренебрежем сцеплением зеркальной моды с альфвеновской,

но учтем конечный ларморовский радиус ионов. Стартовой точкой нашего анализа

будет уравнение поперечного баланса сил, которое нетрудно получить из уравне-

ний Власова [Pokhotelov et al., 2000]:

𝛿𝑃⊥ +
𝐵𝛿𝐵‖

4𝜋
=
𝑘2‖
𝑘2⊥

[︃
𝜔2

𝑘2‖𝑣
2
𝐴

− 1−
𝛽⊥ − 𝛽‖

2

]︃
𝐵𝛿𝐵‖

4𝜋
, (4.15)

где 𝑘2⊥ = 𝑘2𝑟(𝑟) + 𝑘2𝑦 . Пренебрежем слагаемым 𝜔2/𝑘2‖𝑣
2
𝐴, поскольку мы рассмат-

риваем частоты много меньше альфвеновской. Сцепление с альфвеновской модой
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будем считать пренебрежимо малым, но отношение 𝑘‖/𝑘⊥ будем считать конеч-

ным. Тогда уравнение (4.15) приводится к виду

𝐿𝑀𝑏 = 0. (4.16)

Здесь 𝑏 = 𝜔𝛿𝐵‖/𝑐. Оператор

𝐿𝑀 = 𝑘2⊥(𝜏 + 𝑎𝑀) + 𝑘2‖

(︂
1 +

𝛽⊥ − 𝛽‖
2

)︂
(4.17)

является компрессионным оператором при конечном отношении 𝑘‖/𝑘⊥. Остальные

обозначения:

𝜏 = 1 +
4𝜋

𝑐2
2𝜋
∑︁
𝑒, 𝑖

𝑞2

𝑚

×
∫︁
𝑑𝑣‖𝑑𝑣⊥𝑣

3
⊥𝐽

2
1

(︂
𝑘⊥𝑣⊥
𝜔𝑐

)︂(︃
1

𝑉 2
⊥
− 1

𝑉 2
‖

)︃
𝐹, (4.18)

𝑎𝑀 =
4𝜋𝜔2

𝑐2
1

𝑘‖𝑘
2
⊥
2𝜋
∑︁
𝑒, 𝑖

𝑞2

𝑚

∫︁
𝑑𝑣‖𝑑𝑣⊥𝑣

3
⊥𝐽

2
1

(︂
𝑘⊥𝑣⊥
𝜔𝑐

)︂

×
(︂
𝑣‖ −

𝜔 − 𝜔𝑑
𝑘‖

)︂−1(︂𝜕𝐹
𝜕𝜀

+
𝑘𝑦𝐹

′

𝜔𝜔𝑐

)︂
. (4.19)

Штрих обозначает дифференцирование по радиальной координате 𝑟, 𝜔𝑐 — гироча-

стота, и

𝜔𝑑 =
𝑘𝑦
𝜔𝑐

(︃
𝐵′

2𝐵
𝑣2⊥ −

𝑣2‖
𝑟

)︃
дрейфовая скорость в неоднородном магнитном поле.

«Классическая» зеркально-дрейфовая мода возникает в пределе 𝑘⊥𝜌 → 0,

𝑘2‖/𝑘
2
⊥ → 0, и |𝜔 − 𝜔𝑑| ≪ 𝑘‖𝑉‖. В этом случае мы получаем из (4.16) хорошо

известное дисперсионное уравнение из работы [Hasegawa, 1969]:

Re𝜔 = 𝜔*, (4.20)

Im𝜔 = −𝜏
√︂

2

𝜋

𝑘‖𝑉‖
𝛽⊥

𝑇‖
𝑇⊥
, (4.21)

где 𝛽⊥ = 8𝜋𝑛𝑚𝑖𝑉
2
⊥/𝐵

2. Эти уравнения описывают волну с частотой 𝜔* растущую

при условии 𝜏 < 0.
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Теперь мы рассмотрим малые, но конечные величины of 𝑘⊥𝜌, где 𝜌 — ларморов-

ский радиус ионов. Введем обозначения:

𝛼 =
3

2
𝛽⊥

(︂
𝑇⊥
𝑇‖

− 1

)︂
, 𝛿 =

𝑘2‖
𝑘2𝑦

(︂
1 +

𝛽⊥ − 𝛽‖
2

)︂
,

𝜔𝑡 =

√︂
2

𝜋

𝑘‖𝑉‖
𝛽⊥

𝑇‖
𝑇⊥
, 𝜏 = 𝜏 + 𝛼𝑘2𝑦𝜌

2, ℎ = 𝑖
𝜔 − 𝜔*(𝑟)

𝜔𝑡(𝑟)
.

Тогда мы получаем следующее дисперсионное уравнение зеркально-дрейфовой

моды:

𝑘2⊥[𝜏(𝑟) + 𝛼𝑘2𝑟𝜌
2 − ℎ(𝜔, 𝑟)] + 𝑘2𝑦𝛿 = 0. (4.22)

Если мода заперта поперек магнитных оболочек, то выполняется неравенство

|𝑘𝑟| ≪ |𝑘𝑦|. Уравнение (4.22) преобразуется к виду

𝑘2𝑟𝛼𝜌
2 + [𝜏(𝑟)− ℎ(𝜔, 𝑟) + 𝛿] = 0. (4.23)

Это уравнение можно записать в виде

𝛼(𝑟)𝑘2𝑟𝜌
2 − 𝑖

𝜔 − 𝜔0(𝑟)

𝜔𝑡(𝑟)
= 0 (4.24)

где 𝜔0 — решение при 𝑘𝑟𝜌 = 0 определенное равенством

𝜏(𝑟)− ℎ(𝜔0, 𝑟) + 𝛿 = 0.

Решение этого уравнения есть 𝜔0 = 𝜔*(𝑟) + 𝑖𝛾𝑀(𝑟), где

𝛾𝑀 = −(𝜏 + 𝛿)𝜔𝑡.

Поскольку все величины в (4.24) являются функциями радиальной координаты

𝑟, радиальный волновой вектор 𝑘𝑟 также должен зависеть от 𝑟. Поэтому уравнение

(4.24) следует рассматривать как уравнение в ВКБ-приближении, определяющее

функцию 𝑘𝑟 = 𝑘𝑟(𝜔, 𝑟). Для определения величины 𝜔 нужно вывести соответству-

ющее дифференциальное уравнение и дополнить его граничными условиями. Про-

стейший путь заключается в замене 𝑘𝑟 дифференциальным оператором −𝑖𝑑/𝑑𝑟.

Получаем:

𝜌2𝛼(𝑟)
𝑑2𝑓

𝑑𝑟2
+ 𝑖

𝜔 − 𝜔0(𝑟)

𝜔𝑡
𝑓(𝑟) = 0. (4.25)
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Здесь 𝑓(𝑟) — волновая функция. Разумеется, любое уравнение, отличающееся от

этого слагаемыми типа 𝑑𝑓/𝑑𝑟 даст то же самое дисперсионное уравнение (4.24)

(которое является главным порядком ВКБ-приближения), что и уравнение (4.25).

Но члены с первой производной не оказывают влияния на собственные частоты

𝜔 в приближении больших 𝑘𝑦, так что достаточно ограничиться рассмотрением

уравнения (4.25). Естественным граничным условием по радиальной координате 𝑟

является условие убывания |𝑓 | вне области локализации моды.

Далее, мы будем рассматривать локализацию моды вблизи точки 𝑟𝑚, где функ-

ция 𝜔0(𝑟) достигает максимума. Вблизи этой точки мы можем использовать разло-

жение

𝜔0(𝑟) = 𝜔0𝑚 + (1/2)𝜔′′
0𝑥

2,

где 𝑥 = 𝑟 − 𝑟𝑚, и индекс 𝑚 означает значениеи функции вблизи точки 𝑟𝑚. Кроме

того, мы будем рассматривать случай |𝛾| ≪ |𝜔*|. Тогда

𝜔′′
0 ≃ −|𝜔*𝑚|

𝑙2
,

где 𝑙 есть характерный масштаб вариации дрейфовой частоты поперек магнитных

оболочек. Обозначим

𝐸 =
𝜔 − 𝜔0𝑚

𝜔𝑡𝑚𝜌2𝑚𝛼𝑚
,

Тогда уравнение (4.25) примет вид

𝑑2𝑓

𝑑𝑥2
+

[︂
𝑖𝐸 − 𝑖

2

|𝜔*|
𝜔𝑡𝛼(𝜌𝑙)2

𝑥2
]︂
𝑓 = 0. (4.26)

Граничное условие есть

|𝑓(𝑥→ ±∞)| → 0, (4.27)

т.е. |𝑓 | исчезает при |𝑥| → ∞. В (4.26) и ниже индекс "𝑚"опущен, подразумевая

что все равновесные параметры взяты в точке 𝑟𝑚.

Как видим, уравнение (4.26) имеет ту же самую форму, что и уравнение Шрё-

дингера для гармонического осциллятора, где величина 𝐸 играет роль энергии.

Вот решение этого уравнения:

𝑓(𝑥) = 𝐻𝑛

(︁𝑥
𝜆

)︁
exp

(︂
− 𝑥2

2𝜆2

)︂
, (4.28)
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где 𝐻𝑛 — полиномы Эрмита, 𝑛 = 0, 1, 2, ..., и 𝜆 — характеристическая длина волны

определенная условием
𝑖

2
𝜆4

|𝜔*|
𝜔𝑡𝛼(𝜌𝑙)2

= 1.

Для вычисления квадратного корня из 𝜆4, мы используем граничное условие (4.27).

Отсюда следует, что Re𝜆−2 > 0, так что

𝜆2 = 𝑒−𝑖𝜋/4
⃒⃒⃒⃒
2𝜔𝑡𝛼

𝜔*

⃒⃒⃒⃒1/2
𝜌𝑙. (4.29)

По порядку величины, 𝜆 ∼ 𝑂(
√
𝜌𝑙).

Условие квантования имеет вид 𝑖𝐸𝜆2 = 2𝑛+ 1, следовательно

Re𝜔𝑛 = 𝜔* +

(︂
𝑛+

1

2

)︂
𝜌

𝑙

√︁
𝛼𝜔𝑡 |𝜔*|, (4.30)

𝛾𝑛 = Im𝜔𝑛 = 𝛾𝑀 −
(︂
𝑛+

1

2

)︂
𝜌

𝑙

√︁
𝛼𝜔𝑡 |𝜔*|. (4.31)

Следуя статье [Hasegawa, 1969], введем параметр

Δ =
3

4

[︂
𝛽⊥

(︂
𝑇⊥
𝑇‖

− 1

)︂
− 1

]︂
представляющий собой меру превышения порога неустойчивости. Инкремент до-

стигает максимальной величины когда 𝜕𝛾𝑀/𝜕𝑘‖ = 0, 𝜕𝛾𝑀/𝜕𝑘𝑦 = 0. Таким обра-

зом, инкремент наиболее высок при значении компонент волнового вектора

𝑘*𝑦 =
1

𝜌

√
2

3

√︃
Δ

4Δ
3 + 1

, 𝛿* =
Δ

3
,

𝑘*‖ =

√︂
2

27

Δϒ

𝜌
, (4.32)

где

ϒ =

(︂
1 +

𝛽⊥ − 𝛽‖
2

)︂−1/2(︂4Δ
3

+ 1

)︂−1/2

.

При Δ > 0 обе величины 𝑘*𝑦 и 𝑘*‖ реальны. Максимальное значение инкремента

достигает

𝛾*𝑀 =
2√
27𝜋

𝑉‖𝑇‖
𝛽⊥𝑇⊥

2

3𝜌
|Δ|Δϒ.



218

Как видим, условием неустойчивости (𝛾 > 0) по прежнему остается неравенство

Δ > 0, как и в случае, когда пренебрегается ларморовским радиусом и конечно-

стью отношения 𝑘‖/𝑘𝑦. По порядку величины,

𝛾*𝑀 ∼ Δ2𝑉⊥
𝜌
.

Как видим, по мере роста ларморовского радиуса инкремент уменьшается, но оста-

ется положительным. Однако, как следует из (4.31), неустойчивость стабилизиру-

ется когда радиальное волновое число 𝑛 достигает критического значения

𝑛𝑐 ∼
(︂
𝐿

𝜌

)︂3/2

Δ5/4.

Таким образом, эффекты конечного ларморовского радиуса способствуют умень-

шению критического значения 𝑛.

В случае марджинальной неустойчивости, когда 0 < Δ ≪ 1 и 𝑘‖ = 𝑘*‖, 𝑘𝑦 = 𝑘*𝑦 ,

характерная радиальная длина волны есть

𝜆* ∼ 𝐿
(︁ 𝜌
𝐿

)︁1/4
Δ1/8,

где 𝐿 есть масштаб неоднородности. Как видим, величина 𝜆* слабо зависит от 𝜌/𝐿

и Δ.

Обсуждение. На первый взгляд, конечный ларморовский радиус способствует

стабилизации зеркально-дрейфовой неустойчивости, поскольку условие неустой-

чивости приобретает вид

𝜏0 + 𝛼(𝑘𝑦𝜌)
2 + (𝑘‖/𝑘⊥)

2[1 +
1

2
(𝛽⊥ − 𝛽‖)] < 0.

Однако при оптимальных для неустойчивости значениях 𝑘𝑦 и 𝑘‖ критерий неустой-

чивости остается таким же, как и в случае 𝑘𝑦𝜌 = 0: Δ > 0. Эффекты конечного

ларморовского радиуса влияют на неустойчивость другим образом: они снижа-

ют критическую величину радиального волнового числа. Эта величина 𝑛𝑐 быстро

убывает с увеличением 𝜌, и гармоники с 𝑛 > 𝑛𝑐 устойчивы.

Радиальная структура волны описывается уравнением (4.28). Наличие мнимой

части частоты приводит к распространению волны поперек магнитных оболочек.
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Рисунок 61. Структура зеркальной моды поперек магнитных оболочек в случаях:

a) |𝛾| ≪ |𝜔*|, b) |𝛾| ≫ |𝜔*|

Реальная часть волнового вектора Re 𝑘𝑟 = −𝑥|𝜆−2| sin (𝜋/4); то есть фазовая ско-

рость направлена влево если 𝑟 > 𝑟𝑚 и вправо если 𝑟 < 𝑟𝑚. Как показывает уравне-

ние (4.29), 𝑘𝑟 не зависит от 𝜔, поэтому энергия не передается поперек магнитных

оболочек. Заметим, что осцилляторная структура имеет место даже для главной

гармоники, 𝑛 = 0 (рис. 61). Волна промодулирована функцией Гаусса. Зависи-

мость радиальной длины волны от величины ларморовского радиуса 𝜌 и от меры

превышения границы неустойчивости Δ является сравнительно слабой.

Ситуация в районах минимума функции 𝜔*(𝑟) полностью аналогична, за исклю-

чением того, что радиальная фазовая скорость имеет противоположный знак.

Ситуация в случае |𝛾| ≫ |𝜔*| почти полностью аналогична. Но в этом случае

Im𝜆2 = 0; следовательно, мода является стоячей поперк магнитных оболочек (см.

рис. 61,b).
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Рисунок 62. Положение поперечных резонаторов (серые овалы) вблизи

максимумов и минимумов поверхностей отсечки

4.2 Резонаторы для дрейфово-компрессионной моды

Резонаторы для дрейфово-компрессионной (ДК) моды имеют большее значение,

чем для зеркально-дрейфовой моды, поскольку ДК-мода может существовать в

магнитосфере при более общих условиях: для этого достаточно наличия конечного

плазменного давления и неоднородности плазмы. Рассмторим, при каких условиях

могут существовать такие резонаторы.

Как мы уже видели в разделе 3.1, радиальная компонента волнового вектора

ДК-моды подчиняется уравнению

𝑘2𝑥 = 𝑘2𝑦
Ω𝑅(𝑥)− 𝜔

𝜔 − Ω𝑀(𝑥)
. (4.33)

Резонатор может существовать, если частота отсечки Ω𝑅(𝑥) имеет экстремум. Соб-

ственная частота резонаторной моды определяется из условия, что между поверх-

ностями отсечки должно укладываться целое число полуволн. Поскольку ради-

альный волновой вектор 𝑘𝑥 зависит от частоты 𝜔, это приводит к квантованию

частоты.

Расположен ли резонатор вблизи минимума или максимума частоты отсечки за-

висит от знака разности между резонансной частотой и частотой отсечки Ω𝑀−Ω𝑅.

Как видно из (4.33), если эта разность положительна, тогда резонатор расположен

вблизи минимума (поскольку в этом случае квадрат радиального волнового векто-

ра положителен); если эта разность отрицательна, то резонатор расположен вблизи
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максимума (рис. 62). Для дрейфово-компрессионной моды всегда Ω𝑀 − Ω𝑅 < 0 и

функция Ω𝑅(𝑥) может достичь максимума в регионах с экстремальными значени-

ями 𝛽 или 𝜔*. Отметим, что компрессионные волны Pc5 обычно наблюдаются в

регионах магнитосферы с повышенным давлением плазмы.

Отметим, что, если пренебречь взаимодействием волна-частица, собственная ча-

стота в ДК-резонаторе является действительной величиной. Это означает, что вол-

новая энергия замкнута внутри этого резонатора и не «просачивается» поперек

магнитных оболочек. В этом заключается существенное отличие ДК-резонатора

от резонатора для зеркально-дрейфовых мод, где собственная частота имеет ком-

плексное значение и резонаторная мода не является, строго говоря, стоячей попе-

рек магнитных оболочек.

4.3 Выводы к Главе 4

Перечислим основные результаты, полученные в данной главе.

1. Показана принципиальная возможность существования резонатора для

зеркально-дрейфовых мод, обусловленная двумя факторами: сцеплению с альф-

веновской модой и эффектам конечного ларморовского радиуса. Благодаря этим

факторам у зеркально-дрейфовых мод появляется поперечная дисперсия, то есть

возникает зависимость частоты от радиальной компоненты волнового вектора 𝑘𝑟.

Получено волновое уравнение, определяющее как пространственную структуру

моды, так и ее собственную частоту (действительную и мнимую части). Показано,

что масштаб пространственной локализации волны определяется масштабом неод-

нородности плазмы и азимутальной компонентой волнового вектора. Ввиду нали-

чия мнимой части частоты волны часть волновой энергии «просачивается» попе-

рек магнитных оболочек, при этом ее амплитуда модулируется функцией Гаусса.

Мнимая часть частоты определяет инкремент зеркальной неустойчивости, который

принимает дискретный набор значений. Показано, что эффекты конечного лармо-

ровского радиуса повышают порог зеркальной неустойчивости запертых мод, осо-

бенно для волн с большими азимутальными волновыми числами.
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2. Установлена возможность существования резонатора поперек магнитных обо-

лочек для дрейфово-компрессионных мод. Поперечная дисперсия в таком резо-

наторе обусловлена сцеплением с альфвеновской модой. Этот резонатор может

существовать в областях магнитосферы с локальными экстремумами отношения

плазменного давления к магнитному или частоты диамагнитного дрейфа. Резона-

тор может быть локализован вблизи максимума Ω𝑅(𝑥) как функции радиальной

координаты.

Основное содержание этой главы основано на публикациях из списка в разделе

«Общая характеристика работы»: [3, 8, 9].
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Заключение

1. Теоретически исследована пространственная структура и эволюция со време-

нем альфвеновских волн в двумерно-неоднородной модели магнитосферы с

учетом неустойчивости за счет взаимодействия «волна-частица». Учтена кри-

визна силовых линий и конечное давление плазмы. При этом волны считают-

ся генерированными как монохроматическим, так и импульсным источниками.

Установлено, что в обоих случаях неустойчивость в конечном итоге порождает

тороидальную волну. Это связано с трансформацией волны из полоидальной в

тороидальную, вызванную в первом случае поляризационным расщеплением

спектра (в конечном итоге кривизной силовых линий) и разбеганием по фазам

во втором случае.

2. Определена пространственная структура и эволюция со временем волнового

поля стоячих азимутально-мелкомасштабных альфвеновских колебаний, гене-

рированных источником конечной длительности во времени. Учтена кривиз-

на силовых линий, приводящая к поляризационному расщеплению спектра.

Установлена относительная роль различных факторов, приводящих к транс-

формации альфвеновских волн из полоидальных в тороидальные. Показано,

что непосредственно после включения источника эволюция волны определя-

ется явлением разбегания по фазам. Наличие поляризационного расщепления

спектра приводит к формированию вблизи полоидальной поверхности волно-

вого фронта, движущегося поперек магнитных оболочек по направлению к

тороидальной поверхности. После прохождения волнового фронта в данной

точке формируется практически установившаяся монохроматическая волна.
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3. Определена пространственная структура и эволюция со временем волново-

го поля альфвеновских колебаний в моделях магнитосферы, генерированных

импульсом поверхностного тока. Такие импульсы тока характерны для внезап-

ного удара по магнитопаузе импульса давления солнечного ветра. Непосред-

ственно после импульса в магнитном поле волны присутствуют как полоидаль-

ные, так и тороидальные компоненты. Обе компоненты колеблются в режиме

биения, однако в полоидальной составляющей он более заметен, чем в троо-

идальной. Из-за разбегания по фазам энергия из полоидальной составляющей

переходит в тороидальную. По прошествии времени волновое поле разделя-

ется на тонкое ядро и широкий хвост колебания. Таким образом, на поверх-

ности источника постепенно «вызревает» волна Альфвена с частотой, равной

локальной альфвеновской частоте на этой поверхности. В хвосте волнового

поля каждая силовая линия колеблется с локальной альфвеновской частотой

на каждой магнитной оболочке.

4. Изучена генерация альфвеновской волны движущимся по азимуту облаком

плазмы (например, возникшем при суббуревой инжекции заряженных частиц).

Показано, что волна появляется в данной точке сразу после прохождения об-

лака и далее распространяется по азимуту с фазовой скоростью, совпадающей

со скоростью источника. В каждой точке частота волны равна собственной

альфвеновской частоте на данной магнитной оболочке. Азимутальное волно-

вое число равно отношению собственной альфвеновской частоты к дрейфовой

частоте. При реалистичных предположениях о концентрации и энергии частиц

амплитуды генерируемых волн близки к наблюдаемым.

5. Изучена пространственная структура стоячих медленных магнитозвуковых

волн в модели плазмы с кривизной силовых линий и двумерной неоднород-

ностью плазмы при учете сцепления с альфвеновской модой. Показано, что

ММЗ запертым между двумя магнитными оболочками, на одной из которых

имеется резонанс, на второй — отсечка. Волна распространяется от поверхно-

сти отсечки к резонансной поверхности, где полностью поглощается. Полу-
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ченные результаты применены для изучения устойчивости корональных арок

на Солнце относительно гофрированных колебаний. Установлено, что инкре-

мент неустойчивости увеличивается с уменьшением продольной длины волны

и радиального волнового числа.

6. Изучено сцепление альфвеновских и быстрых магнитозвуковых волн в магни-

тосфере, обогащенной тяжелыми ионами — например, в магнитосфере плане-

ты Меркурий. Установлено, что наблюдаемые в магнитосфере Меркурия УНЧ-

колебания следует отождествить с ионно-ионные гибридными модами.

7. Изучено сцепление альфвеновских и дрейфово-компрессионных мод в цилин-

дрической модели магнитосферы. Получены критерии и инкременты неустой-

чивости сцепленных мод, возникающей за счет взаимодействия волна-частица.

Рассмотрена пространственная структура этих мод поперек магнитных оболо-

чек. Показано, что при сцеплении альфвеновских и дрейфово-компрессионных

мод возникает кинетический аналог баллонной неустойчивости. Получен кри-

терий развития этой неустойчивости.

8. Изучено развитие зеркально-дрейфовой неустойчивости в анизотропной плаз-

ме при учете сцепления с альфвеновской модой. Показано, что сцепление зер-

кальной и альфвеновской мод приводит к появлению новых ветвей колебаний.

Изучены дисперсионные свойства этих мод.

9. Показано, что в магнитосфере могут существовать условия для возникнове-

ния поперечных резонаторов для компрессионных мод кинетической природы

— дрейфово-компрессионных и зеркально-дрейфовых мод. Поперечная дис-

персия в таких резонаторах обусловлена эффектами конечного ларморовского

радиуса и сцепления с альфвеновской волной. Установлены условия неустой-

чивости собственных мод колебаний в таких резонаторах.
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